
示性类与指标定理

卜辰璟

摘 要

我们从代数拓扑、微分几何两种观点介绍示性类的理论,然后介绍
Atiyah–Singer指标定理和等变上同调理论.

示性类是纤维丛的拓扑不变量. 它描述了纤维丛的拓扑性质,这些性质
也能反映出底空间的信息. 对流形上的纤维丛而言,示性类可以与微分几何
的构造联系起来,给出拓扑与几何之间的微妙联系. 著名的 Atiyah–Singer指
标定理就是这类结果之一,这个结果也是物理学的想法与数学的一个优美的
结合.
本文是 2019秋季学期讨论班的讲义,每节对应一次讨论的内容. 在阅读

本文之前,读者需要对代数拓扑和微分几何具有一定的了解. 例如,读者应该
熟悉 [May99]和 [dCar92]的主要内容.
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1 分类空间
示性类的理论可以从多个观点出发而建立. 在本节中,我们从分类空间

的观点开始. 从拓扑的角度看,这种观点是最简洁、最本质的. 但从几何的角
度看,这种观点有时难以应用到实际的计算中. 因此,在几节之后,我们会从
另一种几何的观点出发,来重新讨论流形上的示性类理论.

每个拓扑群 𝐺都有一个分类空间,记为 B𝐺. 这是一个拓扑空间,借助它,
我们就能知道任何空间 𝑋上的 𝐺-主丛的所有同构类. 通过这个空间的信息,
我们能给出主丛的一些拓扑不变量,这就是示性类.

带结构的纤维丛
我们从一些基本的定义开始.

定义 1.1. 拓扑空间 𝐵上的纤维丛 (fibre bundle)是一个映射

𝑝∶ 𝐸 → 𝐵,

它满足以下条件.

• (局部平凡性)对每个 𝑏 ∈ 𝐵,存在 𝑏的邻域 𝑈,使得有交换图

𝑝−1(𝑈) 𝑈 × 𝐹

𝑈 ,

𝜑
≃

𝑝 pr1

其中 𝐹 = 𝑝−1(𝑏)是映射 𝑝的纤维, 𝜑是同胚.

特别地, 𝐵的同一连通分支上的所有纤维都同胚.

当我们提到 𝐵上的纤维丛时,我们总是假定取好了 𝐵一个开覆盖 {𝑈𝛼},
使得局部平凡性在每个开集上成立,并且选好了上面的交换图中的映射

𝜑𝛼 ∶ 𝑝−1(𝑈𝛼) ≃ 𝑈𝛼 × 𝐹𝛼.

对于 𝑏 ∈ 𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 ,以上信息给出了纤维 𝐹 = 𝑝−1(𝑏)的自同胚

𝜑−1𝛽 ∘ 𝜑𝛼 ∶ 𝐹 ≃ 𝐹.

这个自同胚称为转移映射 (transition map).
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定义 1.2. 设 𝐵 是拓扑空间, 记 𝕂为 ℝ,ℂ,ℍ之一. 𝐵 上的 𝕂-向量丛 (vector
bundle)是一个纤维丛

𝑝∶ 𝐸 → 𝐵,

其纤维都是 𝕂-线性空间,且转移映射是线性映射.

定义 1.3. 设 𝐺是拓扑群, 𝐵是拓扑空间. 𝐵上的 𝐺-主丛 (principal bundle)是
一个纤维丛

𝑝∶ 𝐸 → 𝐵,

其中 𝐸带有一个保持纤维的右 𝐺-作用,使得每个纤维作为 𝐺-空间同构于 𝐺.

为了叙述方便,我们将这一类定义统一起来.

定义 1.4. 设 C是群胚,带有函子 C → Top. 设 𝐵是拓扑空间. 𝐵上的 C-丛是
一个纤维丛

𝑝∶ 𝐸 → 𝐵,

其每个纤维来自一个 C的对象,其转移映射来自 C中相应对象间的映射.

这一定义描述了具有额外结构的纤维丛. 我们可以得到 𝐵上所有 C-丛
构成的范畴,记为

BundC(𝐵),

其中的态射是保持纤维的连续映射,使得所有纤维之间的映射都来自 C中相
应对象间的映射. 这样的态射自动是可逆的.
例如, 对于纤维丛和主丛而言, 我们分别取了 C = {𝕂-向量空间} 和

C = {𝐺-齐性空间}. 后一种情况下,我们使用记号 Bund𝐺(𝐵).

记号 1.5. 对 𝕂 = ℝ,ℂ,ℍ,记 Vect(𝑛,𝕂)为所有 𝑛维 𝕂-向量空间构成的群胚.
对拓扑群 𝐺,记 Hmg(𝐺)为所有 𝐺-齐性空间构成的群胚. ◃

命题 1.6. 设 C,D是满足上述条件的群胚, 𝐹∶ C → D是任一函子. 则对任何
空间 𝐵,有诱导的函子

𝐹∗ ∶ BundC(𝐵) → BundD(𝐵),

它把一个纤维为 𝑋 的丛映到一个纤维为 𝐹(𝑋)的丛. 并且,这一构造关于 𝐹
是函子性的. ◻

注 1.7. 这意味着 Bund(−)(𝐵)∶ Gpd∕Top → Gpd是一个 2-函子. ◃
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例 1.8. 在上述命题中,如果令

𝐹 = ⊕∶ Vect(𝑛,𝕂) × Vect(𝑚,𝕂) → Vect(𝑛 + 𝑚,𝕂),

那么对空间 𝐵上的两个向量丛 𝐸1和 𝐸2,我们可以得到 𝐵上新的向量丛

𝐸1 ⊕𝐸2 = ⊕∗(𝐸1, 𝐸2).

类似地,我们可以定义向量丛的张量积、外代数、Hom、对偶,等等. ◃

给定 𝑛维 𝕂-向量空间 𝑋,其所有标架 (frame,即有序基)构成的空间是
一个 GL(𝑛,𝕂)-齐性空间. 这定义了一个函子

𝐹∶ Vect(𝑛,𝕂) → Hmg(GL(𝑛,𝕂)),

它把向量空间变成对应的 GL(𝑛,𝕂)-齐性空间.

定义 1.9. 设 𝐸是空间 𝐵上的 𝑛维 𝕂-向量丛,其中 𝕂 = ℝ,ℂ,ℍ. 设 𝐹是上述
的标架函子. 则 GL(𝑛,𝕂)-主丛

𝐹∗(𝐸) → 𝐵

称为 𝐸的标架丛 (frame bundle).

因为在 𝐹 的作用下,向量空间的自同构恰好与 GL(𝑛,𝕂)-齐性空间的自
同构相对应,所以 𝐹是可逆的. 因此,我们有自然的同构

BundVect(𝑛,𝕂)(𝐵) ≃ BundGL(𝑛,𝕂)(𝐵).

因此,在术语上,我们不再区分向量丛和它对应的 GL(𝑛,𝕂)-主丛.

同伦不变性
定义 1.10. 设 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌是连续映射, 𝐸是 𝑌上的 C-丛. 𝐸的拉回 (pullback)
是拓扑空间的纤维积 𝑓∗𝐸 = 𝑋 ×𝑌 𝐸,它是 𝑋上的 C-丛.

直观地看,向量丛 𝑓∗𝐸 由下面的描述而决定: 它在 𝑥 ∈ 𝑋 处的纤维 “自
然地”等于 𝐸在 𝑓(𝑥) ∈ 𝑌处的纤维.

定义 1.11. 一个 Hausdorff空间称为仿紧 (paracompact)的,如果每个开覆盖
都有局部有限的开加细.

仿紧性是较弱的点集拓扑性质,例如,所有流形、CW复形都是仿紧的.
在本文中,我们只对仿紧的空间感兴趣.
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定理 1.12 (同伦不变性). 设 𝐸 → 𝑌是 C-丛. 如果 𝑋是仿紧空间, 𝑓0, 𝑓1 ∶ 𝑋 →
𝑌是同伦的映射,那么有 𝑋上的 C-丛的同构

𝑓∗0 𝐸 ≃ 𝑓∗1 𝐸.

证明 我们只对 𝑋紧的情况给出证明. 设

ℎ∶ 𝑋 × 𝐼 → 𝑌

是 𝑓0 到 𝑓1 的同伦. 则 ℎ∗𝐸 是 𝑋 × 𝐼 上的 C-丛. 我们想要构造 𝑋 × 𝐼 上两个
C-丛之间的同构

Φ∶ 𝑓∗0 𝐸 × 𝐼 ≃ ℎ∗𝐸.

选取 𝑋的有限开覆盖 {𝑈𝑖}𝑛𝑖=1,选取 𝜀 > 0,并选取

0 = 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑟 = 1,

使得 ℎ∗𝐸在每个 “方块” 𝑈𝑖 × 𝐼𝑗 上是平凡丛,其中 𝐼𝑗 = 𝐼 ∩ (𝑡𝑗−1 − 𝜀, 𝑡𝑗 + 𝜀).
我们对 𝑗归纳,假设 Φ已经在 𝑋 × [0, 𝑡𝑗]上定义好了.
对每个 𝑖,选取开集𝑊𝑖 ⊂ 𝑉𝑖 ⊂ 𝑈𝑖,其中每个开集的闭包都含于下一个

开集, 且 {𝑊𝑖} 仍覆盖 𝑋. 由 Урысон 引理, 对每个 𝑖, 可选取函数 𝑢𝑖 ∶ 𝑋 →
[𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1],使得

𝑢−1𝑖 (𝑡𝑗) = 𝑋 ⧵ 𝑉𝑖, 𝑢−1𝑖 (𝑡𝑗+1) = 𝑊𝑖 .

对 𝑥 ∈ 𝑋,定义 𝑣0(𝑥) = 𝑡𝑗,并定义

𝑣𝑖(𝑥) = max(𝑢1(𝑥), … , 𝑢𝑖(𝑥)).

则有 𝑡𝑗 = 𝑣0(𝑥) ≤ 𝑣1(𝑥) ≤ ⋯ ≤ 𝑣𝑛(𝑥) = 𝑡𝑗+1. 定义 𝐵𝑖 = {(𝑥, 𝑡) ∣ 𝑡𝑗 ≤ 𝑡 ≤
𝑣𝑖(𝑥)}. 则

𝑋 × 𝑡𝑗 = 𝐵0 ⊂ 𝐵1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝐵𝑛 = 𝑋 × [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1].

现在,我们对 𝑖归纳,假设 Φ已经在 𝐵𝑖−1上定义好了.
由于上面的构造, 𝐵𝑖 ⧵ 𝐵𝑖−1 ⊂ 𝑉𝑖 × [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1],并且, 𝑉𝑖 × [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1] ⊂ 𝑈𝑖 × 𝐼𝑗 .

对 (𝑒, 𝑡) ∈ (𝑓∗0 𝐸 × 𝐼)|𝐵𝑖⧵𝐵𝑖−1 ,定义

Φ(𝑒, 𝑡) = 𝜑𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜌 ∘ Φ(𝑒, 𝑣𝑖−1(𝑥))),

其中 𝑥 ∈ 𝑋是 𝑒对应的点, 𝜑𝑖 ∶ 𝑈𝑖 × 𝐼𝑗 × 𝐹 ≃ ℎ∗𝐸|𝑈𝑖×𝐼𝑗 是局部平凡化映射, 𝐹
表示纤维, 𝜌∶ ℎ∗𝐸|𝑈𝑖×𝐼𝑗 → 𝐹是先局部平凡化,再投影到 𝐹. 我们就完成了构
造. 请读者验证我们确实得到了 C-丛的同构. ◻

推论 1.13. 如果 𝑋是可缩的仿紧空间,那么 𝑋上的所有 C-丛都是平凡的. ◻
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分类空间
设 𝐸 → 𝐵是 C-丛, 𝑋是仿紧空间. 则有良好定义的映射

[𝑋, 𝐵] → BundC(𝑋)
𝑓 ↦ 𝑓∗(𝐸),

其中 [𝑋, 𝐵]是映射的同伦类的集合, BundC(𝑋)是 C-丛的同构类的集合.

定义 1.14. 设 𝐺是拓扑群. 一个 𝐺-主丛

E𝐺 → B𝐺

称为万有 (universal)的,如果对任何仿紧空间 𝑋,映射

[𝑋,B𝐺] → Bund𝐺(𝑋)
𝑓 ↦ 𝑓∗(E𝐺)

是集合的同构. 此时, B𝐺称为 𝐺的分类空间 (classifying space).

把 B𝐺叫做分类空间的原因是,通过它,任何仿紧空间 𝑋上的 𝐺-主丛都
可以被完全分类.

我们将会看到, E𝐺是可缩的. 因此, B𝐺可以看作同伦意义下的商空间

B𝐺 ≃ “ ∗∕𝐺 ”.

例 1.15. 我们会看到,任何一个全空间可缩的主丛都是万有的 (1.23). 因此,

Bℤ ≃ ℝ∕ℤ ≃ 𝑆1,
Bℤ2 ≃ 𝑆∞∕ℤ2 ≃ ℝℙ∞,
Bℝ ≃ ℝ∕ℝ ≃ {∗}.

这里 𝑆∞是无穷维球面,它是一个可缩的 CW复形. ◃

习题 1.16. 对任意有限群 𝐺, 通过 𝐺 的一个有限维自由酉表示, 给出 𝐺 在
𝑆∞ ⊂ ℂ∞上的一个自由作用,从而给出 B𝐺的构造. ◃

在说明分类空间的存在性之前,我们先指出关于仿紧空间的两个事实.

事实 1.17. 设 𝑋是仿紧空间,设 {𝑈𝛼}𝛼∈𝐴是 𝑋的一个开覆盖.

• 存在从属于此覆盖的单位分解,即一族紧支连续函数

𝜌𝛼 ∶ 𝑈𝛼 → [0, 1],

使得它们的支集局部有限,并且对任意 𝑥 ∈ 𝑋,有

∑
𝛼∈𝐴

𝜌𝛼(𝑥) = 1.
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• 存在 {𝑈𝛼}一个开加细 {𝑉𝛽},和 𝑋 的一个可数开覆盖 {𝑊𝑛},使得每个开
集𝑊𝑛都是某些开集 𝑉𝛽 的不交并.

证明 [Mun00,定理 41.7]和 [MS74,引理 5.9]. ◻

下面,我们通过Milnor给出的构造 [Mil56],说明 B𝐺的存在性.

定理 1.18. 每个拓扑群 𝐺都有一个分类空间 B𝐺,并且这个构造关于 𝐺具有
函子性.

证明 设 E𝐺是所有序列
(𝑡1𝑔1, 𝑡2𝑔2, … )

的集合,其中

• 对每个 𝑖,有 𝑡𝑖 ∈ [0, 1],和 𝑔𝑖 ∈ 𝐺.

• 这些 𝑡𝑖 中只有有限个非零,且满足∑∞
𝑖=1 𝑡𝑖 = 1.

• 对 𝑔, ℎ ∈ 𝐺,形式乘积 0𝑔和 0ℎ被认为是相同的.

我们赋予 E𝐺作为
∞
∏
𝑖=1

(𝐼 × 𝐺)∕(0 × 𝐺)

的子集的子空间拓扑.
我们定义 𝐺在 E𝐺上的右作用如下：

(𝑡1𝑔1, 𝑡2𝑔2, … ) ⋅ 𝑔 = (𝑡1(𝑔1𝑔), 𝑡2(𝑔2𝑔), … ).

这是一个自由作用. 因此,如果我们定义

B𝐺 = E𝐺∕𝐺,

则 E𝐺是 B𝐺上的 𝐺-主丛.
我们验证这个主丛是万有的. 设 𝐸 → 𝐵是任一 𝐺-主丛,其中 𝐵是仿紧空

间. 则 𝐵有一个局部有限的开覆盖 {𝑈𝛼},使得 𝐸限制在每个 𝑈𝛼 上都是平凡
丛. 由 (1.17),我们可以通过取这些 𝑈𝛼 的子集的不交并,把开集的个数变成
至多可数. 我们记之为 {𝑈1, 𝑈2, … }.

由 (1.17),我们取一组单位分解 {𝜌𝑖 ∶ 𝑈𝑖 → [0, 1]},并定义

𝑓∶ 𝐸 → E𝐺,
𝑥 ↦ (𝜌1(𝑥) 𝑔1(𝑥), 𝜌2(𝑥) 𝑔2(𝑥), … ),
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其中 𝑔𝑖(𝑥) ∈ 𝐺是点 𝑥在同胚

𝑝−1(𝑈𝑖) ≃ 𝑈𝑖 × 𝐺

下对应的 𝐺 方向的坐标. 这个映射和 𝐺 的作用是相容的,因此,我们得到了
诱导的映射

𝑓∶ 𝐵 → B𝐺,

使得 𝐸是 E𝐺沿 𝑓的拉回.
我们还需要验证,映射 𝑓的同伦类与开覆盖和单位分解的选取无关. 我

们略过这个细节 (读者不妨自己尝试). 这样,我们就定义了映射

Bund𝐺(𝐵) → [𝐵,B𝐺],

它是自然的映射 [𝐵,B𝐺] → Bund𝐺(𝐵)的逆映射,从而是同构. ◻

注 1.19. 这里给出的 E𝐺的构造有一个几何解释. 对拓扑空间 𝑋,𝑌,我们定义
它们的连接 (join)为把 𝑋的每个点和 𝑌的每个点连一条线段得到的空间. 准
确地说,我们定义

𝑋 ⋆ 𝑌 = (𝑋 × 𝑌 × 𝐼)∕∼,

其中等价关系 ∼定义为

(𝑥, 𝑦1, 0) ∼ (𝑥, 𝑦2, 0), (𝑥1, 𝑦, 1) ∼ (𝑥2, 𝑦, 1).

连接具有结合律,因为 𝑋 ⋆ 𝑌 ⋆ 𝑍 就是把 𝑋 的每个点、𝑌 的每个点和 𝑍
的每个点连一个实心三角形得到的空间.

不难验证,我们给出的构造实际上是一个无穷的连接

E𝐺 ≃ 𝐺 ⋆ 𝐺 ⋆ 𝐺 ⋆⋯ . ◃

注 1.20. 对一般的 C-丛而言,也有分类空间的构造,这一构造就是拓扑群胚
的几何实现 (geometric realisation). ◃

习题 1.21. 验证 E𝐺是可缩的. (这与证明 𝑆∞可缩的方法相同.) ◃

对带基点的拓扑空间 𝑋,记 Σ𝑋和 Ω𝑋分别为 𝑋的悬挂 (suspension)和
圈空间 (loop space). 对 Hausdorff空间而言,它们满足伴随关系 Σ ⊣ Ω.

命题 1.22. 如果 𝐺是 Hausdorff拓扑群,那么有弱同伦等价

𝐺 ≃ ΩB𝐺.

换言之, B𝐺是 𝐺的消圈 (delooping).
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证明 纤维丛 E𝐺 → B𝐺诱导了 Puppe正合列

⋯→ ΩE𝐺 → ΩB𝐺 → 𝐺 → E𝐺 → B𝐺.

因为 E𝐺可缩,所以 ΩE𝐺也可缩. 因此,对任一带基点的 CW复形 𝑋,我们有

[𝑋,ΩB𝐺] ≃ [𝑋, 𝐺]. ◻

命题 1.23. 如果 𝐺是 Hausdorff拓扑群, 𝐸 → 𝐵是 𝐺-主丛,且 𝐸弱可缩,那么
有弱同伦等价

𝐵 ≃ B𝐺.

证明 𝐸对应的映射 𝐵 → B𝐺诱导了两个 𝐺-主丛的 Puppe正合列的映射. 作
用函子 [𝑋, −],其中 𝑋是带基点的 CW复形,并应用五引理,得到

[𝑋, 𝐵] ≃ [𝑋,B𝐺]. ◻

定义 1.24. 一个关于 𝐺-主丛的示性类 (characteristic class)是一个上同调类

𝑐 ∈ 𝐻•(B𝐺; 𝑅),

其中 𝑅是系数环. 对于 𝐺-主丛 𝐸 → 𝑋,记 𝑓∶ 𝑋 → B𝐺为对应的映射,定义

𝑐(𝐸) = 𝑓∗(𝑐) ∈ 𝐻•(𝑋; 𝑅).

习题 1.25. 示性类可以如下等价地定义: 一个示性类 𝑐是一个自然变换

𝑐∶ Bund𝐺(−) ⇒ 𝐻•(−; 𝑅),

其中两个函子都视为从仿紧空间的范畴到 Set的反变函子. ◃

结构群的约化
设 𝑋是仿紧空间, 𝕂 = ℝ,ℂ,ℍ. 我们已经分类了 𝑋上的向量丛：

BundVect(𝑛,𝕂)(𝑋) ≃ [𝑋,BGL(𝑛,𝕂)].

由线性代数中的 Gram–Schmidt过程,我们知道, GL(𝑛,ℝ)可以形变收缩到
正交群 O(𝑛),而 GL(𝑛,ℂ)可以形变收缩到酉群 U(𝑛). 同样的道理, GL(𝑛,ℍ)
可以形变收缩到四元数酉群

Sp(𝑛) = {𝐴 ∈ GL(𝑛,ℍ) ∣ 𝐴−1 = (𝐴的共轭转置) }.

这里,四元数 𝑎 + 𝑏i + 𝑐j + 𝑑k的共轭定义为 𝑎 − 𝑏i − 𝑐j − 𝑑k.
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注 1.26. 这里的 Sp(𝑛)和辛群 Sp(𝑛,𝕂)不是同一个东西! 它们的关系是

Sp(𝑛) ≃ Sp(2𝑛,ℂ) ∩U(2𝑛).

这个同构通过嵌入 ℍ ↪ M2×2(ℂ)诱导. ◃

命题 1.27. 如果 𝑓∶ 𝐺 → 𝐻 是拓扑群的同态, 且是弱同伦等价, 那么
B𝑓∶ B𝐺 → B𝐻也是弱同伦等价.

证明 对 𝑛 ≥ 1,我们有交换图

𝜋𝑛(B𝐺) 𝜋𝑛−1(ΩB𝐺) 𝜋𝑛−1(𝐺)

𝜋𝑛(B𝐻) 𝜋𝑛−1(ΩB𝐻) 𝜋𝑛−1(𝐻) .

𝜋𝑛(B𝑓)

≃

𝜋𝑛−1(ΩB𝑓)

≃

≃𝜋𝑛−1(𝑓)

≃ ≃

因此, 𝜋𝑛(B𝑓)是同构. 而 B𝐺,B𝐻都是道路连通的,所以 𝜋0(𝑓)也是同构. ◻

推论 1.28. 我们有弱同伦等价

BGL(𝑛,ℝ) ≃ BO(𝑛),
BGL(𝑛,ℂ) ≃ BU(𝑛),
BGL(𝑛,ℍ) ≃ BSp(𝑛). ◻

下一节,我们将说明这些弱同伦等价实际上是同伦等价.

2 Graßmann流形的上同调
在本节中,我们通过 BGL(𝑛,𝕂)的一个具体的构造,来找出向量丛的所有

示性类. 当然,本节的标题已经不小心透露了这个构造——向量丛的分类空
间就是 Graßmann流形. 我们回忆,向量丛的示性类就是分类空间的上同调
类,所以在这一节里,我们要计算 Graßmann流形的上同调环.

Graßmann流形
定义 2.1. 设 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁. 我们定义 Stiefel流形 𝑉𝑛(𝕂𝑁)和 Graßmann流形
𝐺𝑛(𝕂𝑁)如下：

𝑉𝑛(𝕂𝑁) = {𝕂𝑁 中所有线性无关的 𝑛元有序向量组},
𝐺𝑛(𝕂𝑁) = {𝕂𝑁 的所有 𝑛维线性子空间}.
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它们都带有自然的拓扑,以及光滑流形结构. 定义

𝑉𝑛(𝕂∞) = colim
𝑁→∞

𝑉𝑛(𝕂𝑁),

𝐺𝑛(𝕂∞) = colim
𝑁→∞

𝐺𝑛(𝕂𝑁),

其中余极限由映射 𝕂𝑁 ↪ 𝕂𝑁+1 ↪⋯诱导.

自然地, Stiefel流形是 Graßmann流形上的纤维丛:

GL(𝑛,𝕂) → 𝑉𝑛(𝕂𝑁) → 𝐺𝑛(𝕂𝑁).

这是一个 GL(𝑛,𝕂)-主丛. 它与映射 𝕂𝑁 ↪ 𝕂𝑁+1相容,故有主丛

GL(𝑛,𝕂) → 𝑉𝑛(𝕂∞) → 𝐺𝑛(𝕂∞).

定理 2.2. 无穷维 Stiefel流形 𝑉𝑛(𝕂∞)是可缩的,从而

BGL(𝑛,𝕂) ≃ 𝐺𝑛(𝕂∞).

证明 通过 𝕂∞的同伦

(𝑥1, 𝑥2, … ) ↦ (1 − 𝑡)(𝑥1, 𝑥2, … ) + 𝑡(0, … , 0⏟⎵⏟⎵⏟
𝑛

, 𝑥1, 𝑥2, … ),

我们可以把 𝑉𝑛(𝕂∞)移到前 𝑛个坐标为 0的子空间中. 请读者验证,在 𝑉𝑛 的
定义中要求的线性无关性不会被打破. 接下来,通过 𝑉𝑛(𝕂∞)的同伦

(𝑣1, … , 𝑣𝑛) ↦ (𝑣1 + 𝑡𝑒1, … , 𝑣𝑛 + 𝑡𝑒𝑛),

最后把 𝕂∞中除了前 𝑛个坐标以外的部分都压缩回 0,我们就把 𝑉𝑛(𝕂∞)形变
收缩到了点 (𝑒1, … , 𝑒𝑛). ◻

我们可以用同样的方法,构造出正交群、酉群和四元数酉群的万有主丛.

命题 2.3. 定义

𝑉′
𝑛(𝕂𝑁) = {𝕂𝑁 中所有标准正交的 𝑛元有序向量组},

其中 𝕂𝑁 带有一个 Euclid度量 (𝕂 = ℝ时)或一个 Hermite度量 (𝕂 = ℂ,ℍ
时). 类似地定义 𝑉′

𝑛(𝕂∞). 则自然的映射

𝑉′
𝑛(𝕂∞) → 𝐺𝑛(𝕂∞)

是正交群 (𝕂 = ℝ时)、酉群 (𝕂 = ℂ,ℍ时)的万有主丛.

证明 只需要验证 𝑉′
𝑛(𝕂∞)是可缩的. 请读者模仿上一个证明完成验证. ◻
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推论 2.4. 我们有
BGL(𝑛,ℝ) ≃ 𝐺𝑛(ℝ∞) ≃ BO(𝑛),
BGL(𝑛,ℂ) ≃ 𝐺𝑛(ℂ∞) ≃ BU(𝑛),
BGL(𝑛,ℍ) ≃ 𝐺𝑛(ℍ∞) ≃ BSp(𝑛).

特别地,
BO(1) ≃ ℝℙ∞, BU(1) ≃ ℂℙ∞, BSp(1) ≃ ℍℙ∞. ◻

这也说明,任何空间上的 GL(𝑛,ℝ)-主丛和 O(𝑛)-主丛一样多. 类似的事
实对 𝕂 = ℂ,ℍ也成立. 这样就证明了下面的结论,虽然我们的证明路径大概
是绕路最多的.

推论 2.5. 每个实向量丛都有 Euclid度量. 每个复向量丛都有 Hermite度量.
每个四元数向量丛都有 Hermite度量. ◻

向量丛的示性类
由定义,向量丛的示性类就是 Graßmann流形的上同调环的元素. 因此,

我们想要计算出这个环.
我们从一些定义开始. 和上面一样,我们记 𝕂 = ℝ,ℂ,ℍ.

定义 2.6. 设 𝑝∶ 𝐸 → 𝐵是 𝕂-向量丛,设 𝑅是环. 则 𝐸的一个 𝑅-定向 (orienta-
tion)由以下信息组成:

• 对每个 𝑏 ∈ 𝐵,选取了纤维 𝑝−1(𝑏) ≃ 𝕂𝑛的相对上同调类

±1 ∈ 𝐻𝑑𝑛(𝕂𝑛, 𝕂𝑛 ⧵ {0}; 𝑅) ≃ 𝑅,

其中 𝑑 = dimℝ 𝕂. 即,我们在 ±1这两个选项中选定了一个. 这些选取
方式满足,每个点 𝑏处的选取方式与 𝑏附近的选取方式是相容的.

如果存在这样的 𝑅-定向,就称 𝐸为 𝑅-可定向 (orientable)的.

我们把严格的叙述留给读者完成.

定义 2.7. 我们说一个环 𝑅是 𝕂-可定向的,如果以下等价的条件成立:

• 要么 𝕂 = ℂ,ℍ,要么 2𝑅 = 0.
• 所有 𝕂-向量丛都是 𝑅-可定向的.

注 2.8. 这个无聊的定义可以进一步推广. 我们知道,每个系数环 𝑅定义了一
个上同调理论. 在更一般的情况下,我们考虑由谱环定义的广义上同调理论,
例如 𝐾-理论. 谱环的 𝕂-可定向性是有意思的性质,但我们不详细讨论. 本节
接下来的讨论对可定向的谱环也都适用. ◃
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定理 2.9. 设 𝑅是 𝕂-可定向的环.

• 当 𝕂 = ℝ时,有分次环的同构

𝐻•(BO(𝑛); 𝑅) ≃ 𝑅[𝑤1, … , 𝑤𝑛],

其中 deg𝑤𝑖 = 𝑖. 上同调类 𝑤𝑖 对应了实向量丛的示性类,称为第 𝑖 个
Stiefel–Whitney类.

• 当 𝕂 = ℂ时,有分次环的同构

𝐻•(BU(𝑛); 𝑅) ≃ 𝑅[𝑐1, … , 𝑐𝑛],

其中 deg 𝑐𝑖 = 2𝑖. 上同调类 𝑐𝑖 对应了复向量丛的示性类,称为第 𝑖个陈
类.1

• 当 𝕂 = ℍ时,有分次环的同构

𝐻•(BSp(𝑛); 𝑅) ≃ 𝑅[𝑝1, … , 𝑝𝑛],

其中 deg𝑝𝑖 = 4𝑖. 上同调类 𝑝𝑖 对应了四元数向量丛的示性类,称为第 𝑖
个Понтрягин类.2

我们接下来的目标就是证明这个主要定理.

Thom同构
假设我们有已定向的向量丛 𝐸 → 𝐵. 那么,每个纤维 𝕂𝑛 上就选好了一

个相对于𝕂𝑛 ⧵ {0}的相对上同调类. 因为这些上同调类在局部上是相容的,所
以我们可以把它拼起来,得到一个整体的上同调类

𝑢 ∈ 𝐻𝑑𝑛(𝐸, 𝐸 ⧵ 𝐵; 𝑅),

这里 𝐵以明显的方式 (通过零截面)嵌入到 𝐸中. 下面,我们严格地叙述和证
明这个想法.

定义 2.10.

• 一个球丛 (sphere bundle)是一个纤维为球面 𝑆𝑛的纤维丛,其转移映射
是球的旋转或翻转 (即 ℝ𝑛+1的正交变换).

• 一个圆盘丛 (disk bundle)是一个纤维为圆盘 𝐷𝑛的纤维丛,其转移映射
是圆盘的旋转或翻转 (即正交变换).

1以陈省身的名字命名,英文转录为 Chern.
2英文转录为 Pontryagin,德文转录为 Pontrjagin,二者均见于英文文献. 俄文手写体为 Пон-

трягин.
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定义 2.11. 设 𝐸 → 𝐵是纤维为 ℝ𝑛 的向量丛. 在这个向量丛上取一个 Euclid
度量.

• 在每个纤维上取出单位球面 𝑆𝑛−1,得到的球丛记为

S(𝐸) → 𝐵.

• 在每个纤维上取出单位圆盘 𝐷𝑛,得到的圆盘丛记为

D(𝐸) → 𝐵.

• 定义 𝐸的 Thom空间为商空间

Th(𝐸) = D(𝐸)∕S(𝐸).

Thom空间可以看成是给 𝐸的每个纤维添加一个共同的无穷远点得到
的空间.

不难看出, Thom空间的约化上同调就是 (𝐸, 𝐸 ⧵ 𝐵)的相对上同调. 这也
可以理解成 “在纤维方向上紧支”的上同调. 如果这里 𝐵是流形, 𝐸是光滑的
向量丛,那么上同调类可以用微分形式来代表. 如果使用那些在每个纤维上
紧支的微分形式,那么得到的 de Rham复形的上同调就是这个上同调. 详细
的讨论见 [BT82].

定理 2.12 (Thom同构). 设 𝐸 → 𝐵是 𝑅-可定向的向量丛,其纤维为 ℝ𝑛. 选取
𝐸的一个 𝑅-定向.

• 存在唯一的上同调类
𝑢 ∈ 𝐻̃𝑛(Th(𝐸); 𝑅),

称为 Thom类,使得它限制在每个纤维 𝑆𝑛上,都是由定向确定的元素

±1 ∈ 𝐻̃𝑛(𝑆𝑛; 𝑅).

• 对每个 𝑞 ∈ ℤ,有同构

𝑢∶ 𝐻𝑞(𝐵; 𝑅) ≃ 𝐻̃𝑞+𝑛(Th(𝐸); 𝑅).

这里,我们约定负数上同调群为 0.

这里杯积 的含义如下: 在代数拓扑中,对任何拓扑空间 𝐴 ⊂ 𝑋,有杯积

∶ 𝐻•(𝑋) ⊗ 𝐻•(𝑋,𝐴) → 𝐻•(𝑋,𝐴).
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在这里,我们取 𝑋 = D(𝐸)和 𝐴 = S(𝐸). 则

𝐻•(D(𝐸)) ≃ 𝐻•(𝐵), 𝐻•(D(𝐸), S(𝐸)) ≃ 𝐻̃•(Th(𝐸)).

直观地看, Thom类就是把每个纤维的上同调的生成元拼起来,所得到的
整体的上同调类.

在证明定理之前,我们先证明一个引理.

引理 2.13. 记
𝑒𝑛 = 1 ∈ 𝐻𝑛(𝐷𝑛, 𝑆𝑛−1) ≃ 𝑅.

则对任意两个空间 𝐴 ⊂ 𝑋,相对上同调类的叉积映射

× 𝑒𝑛 ∶ 𝐻𝑞(𝑋,𝐴) → 𝐻𝑞+𝑛(𝑋 × 𝐷𝑛, 𝑋 × 𝑆𝑛−1 ∪ 𝐴 × 𝐷𝑛)

是同构.

证明 先证明 𝑛 = 1的情况. 考虑三元组

(𝑋 × 𝐷1, 𝑋 × 𝑆0 ∪ 𝐴 × 𝐷1, 𝑋 × {1} ∪ 𝐴 × 𝐷1)

的相对上同调长正合列. 我们有

𝐻𝑞(𝑋 × 𝐷1, 𝑋 × {1} ∪ 𝐴 × 𝐷1) ≃ 0,

因为 𝑋 × {1}含入这两个空间的映射都是同伦等价. 因此,上述长正合列就给
出了所要的同构.

对一般的 𝑛,只需注意到对任何 𝑦 ∈ 𝐻𝑞(𝑋,𝐴),有

𝑦 × 𝑒𝑛 = 𝑦 × 𝑒1 ×⋯ × 𝑒1. ◻

定理 2.12的证明 我们从最简单的情况开始.

(1) 𝐸是平凡丛 𝐵 × ℝ𝑛. 在引理中取 (𝑋,𝐴) = (𝐵,∅),我们就得到了同构

× 𝑒𝑛 ∶ 𝐻𝑞(D(𝐸)) ≃ 𝐻̃𝑞+𝑛(Th(𝐸)).

因此,我们定义
𝑢 = 1 × 𝑒𝑛 ∈ 𝐻̃𝑛(Th(𝐸)),

其中 1 ∈ 𝐻0(D(𝐸)). 则 𝑢满足定理的要求. 而上述同构也保证了 𝑢的
唯一性,因为 1是𝐻0(D(𝐸))中唯一的在每点限制都等于 1的上同调类.



18 示性类与指标定理

(2) 𝐵 = 𝐵1 ∪ 𝐵2,其中 𝐵1, 𝐵2 是开子集,且 𝐸|𝐵1 和 𝐸|𝐵2 是平凡丛. 记 𝐸1 =
𝑝−1(𝐵1),及 𝐸2 = 𝑝−1(𝐵2). 考虑相对上同调的Mayer–Vietoris正合列

⋯→ 𝐻𝑞(D(𝐸), S(𝐸)) 𝛼−→ 𝐻𝑞(D(𝐸1), S(𝐸1)) ⊕ 𝐻𝑞(D(𝐸2), S(𝐸2))
𝛽−→ 𝐻𝑞(D(𝐸1 ∩ 𝐸2), S(𝐸1 ∩ 𝐸2)) → ⋯ .

由情况 (1),存在Thom类 𝑢𝑖 ∈ 𝐻𝑛(D(𝐸𝑖), S(𝐸𝑖)) (𝑖 = 1, 2).这两个Thom
类限制在 𝐸1 ∩ 𝐸2上也是 Thom类,从而由唯一性,它们的限制相等. 因
此,它们可以粘成 𝐸上的上同调类. 严格地说,我们有 𝛽(𝑢1, 𝑢2) = 0,从
而存在 𝑢 ∈ 𝐻𝑛(D(𝐸), S(𝐸)),使得 𝛼(𝑢) = (𝑢1, 𝑢2).

再证明唯一性. 只需证明 𝛼是单射,这是因为正合列的前一项是

𝐻𝑛−1(D(𝐸1 ∩ 𝐸2), S(𝐸1 ∩ 𝐸2)) ≃ 𝐻−1(𝐵) ≃ 0.

(3) 𝐵 = 𝐵1 ∪ 𝐵2 ∪ 𝐵3,其中 𝐵𝑖 是开子集,且 𝐸|𝐵𝑖 是平凡丛. 对 𝐵1和 𝐵2 ∪ 𝐵3
使用 (2)的论述,就完成了证明.

(𝑛) 𝐵 = 𝐵1 ∪⋯ ∪ 𝐵𝑛,其中 𝐵𝑖 是开子集,且 𝐸|𝐵𝑖 是平凡丛. 证明和 (3)一样.

⋯⋯⋯⋯

(∞) 𝐵 = 𝐵1 ∪ 𝐵2 ∪⋯,其中 𝐵𝑖 是开子集,且 𝐸|𝐵𝑖 是平凡丛. 这时,我们想把
无穷多个开子集上的上同调类拼起来. 这看起来很直观. 为了严格证明
它,我们使用 Mayer–Vietoris序列的推广: Čech上同调到普通上同调
的谱序列

𝐸𝑝,𝑞1 = ̌𝐶𝑝(ℬ,ℋ𝑞) ⇒ 𝐻𝑝+𝑞(D(𝐸), S(𝐸); 𝑅),

其中 ℬ是开覆盖 {𝐵𝑖},而ℋ𝑞 是 𝐵上的预层,定义为

ℋ𝑞(𝑈) = 𝐻𝑞(D(𝐸|𝑈), S(𝐸|𝑈); 𝑅) (𝑈 ⊂ 𝐵).

事实上, 𝐸𝑝,𝑞1 只有在 𝑞 ≥ 𝑛时非零,而 𝐵𝑖 上的 Thom类构成的元素 {𝑢𝑖}
在第 (0, 𝑛)格,而且 𝑑{𝑢𝑖} = 0. 因此,元素 {𝑢𝑖}被保留在谱序列的每一页
中,最后成为𝐻𝑛(D(𝐸), S(𝐸))的一个元素 𝑢. 这就是 Thom类. ◻

Gysin序列和 Euler类
和上面一样,设 𝑅是系数环. 我们研究球丛,即纤维为 𝑆𝑛 且转移映射为

正交变换的丛.
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定理 2.14 (Gysin序列). 设 𝐸 → 𝐵是 𝑅-可定向的 𝑆𝑛-丛,且已经选好了一个
𝑅-定向. 则存在 Euler类

𝑒 = 𝑒(𝐸) ∈ 𝐻𝑛+1(𝐵; 𝑅),

使得存在两个长正合列构成的图表

⋯ 𝐻𝑞(𝐵) 𝐻𝑞(𝐸) 𝐻𝑞−𝑛(𝐵) 𝐻𝑞+1(𝐵) ⋯

⋯ 𝐻𝑞(D(𝐸′)) 𝐻𝑞(S(𝐸′)) 𝐻𝑞(D(𝐸′), S(𝐸′)) 𝐻𝑞+1(D(𝐸′)) ⋯ ,

≃

𝑝∗

≃

∫

ᵆ≃

𝑒

≃

其中 𝐸′是 𝐸所对应的 ℝ𝑛+1-丛. 第一行称为球丛 𝐸的 Gysin序列.

证明 定义

𝑒 = 𝑖∗𝑢,

其中 𝑖 ∶ 𝐵 → Th(𝐸)是含入映射,则定理是显然的. ◻

这里,映射 𝐻𝑞(𝐸) → 𝐻𝑞−𝑛(𝐵)被记作 ∫的原因是,如果 𝐸 和 𝐵是流形,
我们把上同调类用微分形式来代表,则这个映射对应于微分形式沿纤维的积
分. 这个操作把 𝑞-形式变成 (𝑞 − 𝑛)-形式. 详细的讨论见 [BT82].

注 2.15. Thom类和 Euler类都依赖于定向的选取. 如果选取反的定向,那么
Thom类和 Euler类都会反号. ◃

定义 2.16. 设 𝐸 → 𝐵是 𝑅-可定向的 ℝ𝑛-丛,且已经选好了一个 𝑅-定向. 我们
定义 𝐸的 Euler类为

𝑒(𝐸) = 𝑒(S(𝐸)) ∈ 𝐻𝑛(𝐵; 𝑅).

Euler 类也是示性类, 但它依赖于向量丛的定向. 因此, 当 𝑅 不满足
2𝑅 = 0时, Euler类是 BSO(𝑛)的上同调类,而不是 BO(𝑛)的上同调类.
下面,我们介绍 Thom类和 Euler类的乘积公式.

命题 2.17. 设 𝐸1 → 𝐵1和 𝐸2 → 𝐵2分别是 𝑅-可定向的 ℝ𝑛1 -丛和 ℝ𝑛2 -丛,且选
好了各自的定向. 则 𝐸1 × 𝐸2 → 𝐵1 × 𝐵2也是已定向的向量丛. 其 Thom类是

𝑢(𝐸1 × 𝐸2) = 𝑢(𝐸1) ⊗ 𝑢(𝐸2)
∈ 𝐻̃𝑛1(Th(𝐸1)) ⊗ 𝐻̃𝑛2(Th(𝐸2))
⊂ 𝐻̃𝑛1+𝑛2(Th(𝐸1) ∧ Th(𝐸2))
≃ 𝐻̃𝑛1+𝑛2(Th(𝐸1 × 𝐸2)),

其中 ∧表示带基点拓扑空间的压缩乘积 (smash product). 在同样的意义下,
我们还有

𝑒(𝐸1 × 𝐸2) = 𝑒(𝐸1) ⊗ 𝑒(𝐸2).
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证明 第一个结论是由于 𝑢(𝐸1) ⊗ 𝑢(𝐸2)在纤维上的限制是

1 ⊗ 1 ∈ 𝐻̃𝑛1+𝑛2(𝑆𝑛1 ∧ 𝑆𝑛2) ≃ 𝐻̃𝑛1+𝑛2(𝑆𝑛1+𝑛2),

由 Thom类的唯一性就得到了等式. 第二个等式是由于 Euler类是 Thom类
在底空间上的限制. ◻

推论 2.18 (乘积公式). 设 𝐸1, 𝐸2是 𝐵上的两个 𝑅-可定向的向量丛,且选好了
各自的定向. 则 𝐸1 ⊕𝐸2也是已定向的向量丛,且

𝑒(𝐸1 ⊕𝐸2) = 𝑒(𝐸1) 𝑒(𝐸2).

证明 𝐸1 ⊕ 𝐸2是向量丛 𝐸1 × 𝐸2沿着对角映射 𝐵 ↪ 𝐵 × 𝐵的拉回. 而这正是
定义上同调的杯积的方法. 因此,由上一结论,我们就完成了证明. ◻

主要定理的证明
现在, 我们就开始证明 (2.9)了. 我们需要一个结论, 来帮助我们描述

Graßmann流形的性质.

命题 2.19. 可以选取合适的分类空间,使得有球丛

𝑆𝑛−1 → BO(𝑛 − 1) → BO(𝑛),
𝑆2𝑛−1 → BU(𝑛 − 1) → BU(𝑛),
𝑆4𝑛−1 → BSp(𝑛 − 1) → BSp(𝑛).

证明 我们有球丛

𝑆𝑛−1 ≃ O(𝑛)∕O(𝑛 − 1) → EO(𝑛)∕O(𝑛 − 1) → EO(𝑛)∕O(𝑛) ≃ BO(𝑛).

其中,中间一项同伦等价于 BO(𝑛 − 1),因为 EO(𝑛)可缩. 我们就得到了第一
个球丛. 另外两个球丛是类似的. ◻

为使叙述简便,对 𝕂 = ℝ,ℂ,ℍ,我们分别记 𝑑 = 1, 2, 4,及

𝐺(𝑛) = O(𝑛), U(𝑛), Sp(𝑛).

推论 2.20. 设系数环 𝑅是 𝕂-可定向的. 则有 Gysin序列

⋯→ 𝐻𝑞−𝑑𝑛(B𝐺(𝑛)) 𝑒−−→ 𝐻𝑞(B𝐺(𝑛)) 𝑝∗−−→ 𝐻𝑞(B𝐺(𝑛 − 1))
∫
−→ 𝐻𝑞−𝑑𝑛+1(B𝐺(𝑛)) → ⋯ .

证明 𝑅的可定向性蕴涵 (2.19)给出的球丛是可定向的. ◻
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定理 2.9的证明 我们先证明 𝑛 = 1的情况. 此时, Graßmann流形就是射影
空间. 因此,我们要证明

𝐻•(𝕂P∞) ≃ 𝑅[𝑥], deg𝑥 = 𝑑.

在 (2.20)中取 𝑛 = 1,并注意到 B𝐺(0) ≃ B{∗} ≃ {∗},我们得到同构

𝑒∶ 𝐻𝑞−𝑑(B𝐺(1)) ≃ 𝐻𝑞(B𝐺(1)) (𝑞 ≥ 2).

当 𝑞 = 𝑑 = 1时,这个映射也是同构,因为在正合列中,它右边一项是 0,它左
边的映射 𝑝∗ ∶ 𝐻0(B𝐺(1)) → 𝐻0(B𝐺(0))是同构. 因此,我们就得到了

𝐻•(B𝐺(1)) ≃ 𝑅[𝑒], deg 𝑒 = 𝑑.

下面考虑一般的情况. 我们对 𝑛归纳,假设我们已经证明了

𝐻•(B𝐺(𝑛 − 1)) ≃ 𝑅[𝑐1, … , 𝑐𝑛−1], deg 𝑐𝑖 = 𝑑𝑖.

由 (2.20),当 𝑞 ≤ 𝑑𝑛 − 2时,有同构

𝑝∗ ∶ 𝐻𝑞(B𝐺(𝑛)) ≃ 𝐻𝑞(B𝐺(𝑛 − 1)).

我们断言当 𝑑 = 1, 𝑞 = 𝑑𝑛 − 1时,这个映射也是同构. 我们先承认这个断言.
则 B𝐺(𝑛 − 1)的生成元 𝑐1, … , 𝑐𝑛−1都在 𝑝∗的像中. 因此,环同态

𝑝∗ ∶ 𝐻•(B𝐺(𝑛)) → 𝐻•(B𝐺(𝑛 − 1))

是分裂的满射 (这个分裂是自然的). 这就把 (2.20)切成了分裂的短正合列

0 → 𝐻𝑞−𝑑𝑛(B𝐺(𝑛)) 𝑒−−→ 𝐻𝑞(B𝐺(𝑛)) 𝑝∗−−→ 𝐻𝑞(B𝐺(𝑛 − 1)) → 0.

换言之,如果定义 𝑐𝑛 = 𝑒,那么对每个 𝑞,都有

𝐻𝑞(B𝐺(𝑛)) ≃ 𝐻𝑞(B𝐺(𝑛 − 1)) ⊕ 𝑐𝑛 ⋅ 𝐻𝑞−𝑑𝑛(B𝐺(𝑛)).

这就蕴涵了要证的结论.
最后,我们补充上面的断言的证明. 这时,我们的正合列 (2.20)是

0 → 𝐻𝑛−1(BO(𝑛)) 𝑝∗−−→ 𝐻𝑛−1(BO(𝑛−1))
∫
−→ 𝐻0(BO(𝑛)) 𝑒−−→ 𝐻𝑛(BO(𝑛)) → ⋯ .

只需证明,其中的映射 𝑒是单射. 这等价于 𝑒不是 𝑅-挠元. 因此,我们只需
找一个 ℝ𝑛-丛 𝐸,使得 𝑒(𝐸)不是挠元. 我们找的例子是

𝐸 = EO(1)𝑛 → BO(1)𝑛 =∶ 𝐵.

由 𝑛 = 1的情况,我们知道 𝑒(EO(1)) = 𝑒 = 𝑤1 不是 𝑅-挠元. 因此,由 (2.17),
知

𝑒(𝐸) = 𝑤⊗𝑛
1 ∈ 𝐻1(BO(1))⊗𝑛 ⊂ 𝐻𝑛(BO(1)𝑛)

不是 𝑅-挠元. ◻
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这个证明蕴涵了下面的重要结论.

推论 2.21. 设 𝐸 → 𝐵是 𝕂𝑛-丛,设 𝑅是 𝕂-可定向的环. 则在 𝕂 = ℝ,ℂ,ℍ时,
分别有

𝑤𝑛(𝐸) = 𝑒(𝐸), 𝑐𝑛(𝐸) = 𝑒(𝐸), 𝑝𝑛(𝐸) = 𝑒(𝐸). ◻

3 乘积公式
上一节中,我们提到了 Euler类的乘积公式. 下面,我们导出其它示性类

的乘积公式,这些公式给出了示性类与向量丛的直和、张量积的关系.

Whitney乘积公式
定义 3.1. 设 𝐸 → 𝐵是 𝕂-向量丛, 𝑅是 𝕂-可定向环. 当 𝕂 = ℝ,ℂ,ℍ时,我们分
别定义

𝑤(𝐸) = 1 + 𝑤1(𝐸) + 𝑤2(𝐸) +⋯
𝑐(𝐸) = 1 + 𝑐1(𝐸) + 𝑐2(𝐸) +⋯
𝑝(𝐸) = 1 + 𝑝1(𝐸) + 𝑝2(𝐸) +⋯

⎫⎪
⎬⎪
⎭

∈ 𝐻•(𝐵; 𝑅)

为 𝐸的全 Stiefel–Whitney类、全陈类和全Понтрягин类. 注意,这里的求
和是有限的.

定理 3.2 (Whitney乘积公式). 如果 𝐸1, 𝐸2 是 𝐵 上的两个 𝕂-向量丛,那么当
𝕂 = ℝ,ℂ,ℍ时,分别有

𝑤(𝐸1 ⊕𝐸2) = 𝑤(𝐸1) 𝑤(𝐸2),
𝑐(𝐸1 ⊕𝐸2) = 𝑐(𝐸1) 𝑐(𝐸2),
𝑝(𝐸1 ⊕𝐸2) = 𝑝(𝐸1) 𝑝(𝐸2).

证明 先证明 𝕂 = ℝ的情况. 记 𝑛1, 𝑛2分别为 𝐸1, 𝐸2的秩,记 𝑁 = 𝑛1 + 𝑛2.
固定 𝑛,我们对 𝑁归纳证明 𝑤𝑛满足公式. 当 𝑁 = 𝑛时,有

𝑤𝑛(𝐸1 ⊕𝐸2) = 𝑒(𝐸1 ⊕𝐸2) = 𝑒(𝐸1) 𝑒(𝐸2) = 𝑤𝑛1(𝐸1) 𝑤𝑛2(𝐸2).

当 𝑁 > 𝑛时,假设公式对 < 𝑁的维数都成立. 注意到 𝐸1 ⊕𝐸2的分类映射是

𝐵 𝐸1, 𝐸2−−−−→ BO(𝑛1) × BO(𝑛2)
𝜇⟶ BO(𝑛1 + 𝑛2),

其中 𝜇是
⊕∶ O(𝑛1) × O(𝑛2) ↪ O(𝑛1 + 𝑛2)
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诱导的映射,也是向量丛 EO(𝑛1) × EO(𝑛2)的分类映射. 考虑投影映射

pr𝑘 ∶ 𝐻𝑛(BO(𝑛1) × BO(𝑛2))⟶ 𝐻𝑘(BO(𝑛1)) ⊗ 𝐻𝑛−𝑘(BO(𝑛2)).

我们只需证明 pr𝑘(𝜇∗(𝑤𝑛)) = 𝑤𝑘 ⊗𝑤𝑛−𝑘. 此时要么 𝑘 < 𝑛1,要么 𝑛 − 𝑘 < 𝑛2.
不妨设 𝑘 < 𝑛1. 我们有交换图

𝐻𝑛(BO(𝑛1 + 𝑛2)) 𝐻𝑛(BO(𝑛1) × BO(𝑛2)) 𝐻𝑘(BO(𝑛1)) ⊗ 𝐻𝑛−𝑘(BO(𝑛2))

𝐻𝑛(BO(𝑘 + 𝑛2)) 𝐻𝑛(BO(𝑘) × BO(𝑛2)) 𝐻𝑘(BO(𝑘)) ⊗ 𝐻𝑛−𝑘(BO(𝑛2)) .
𝑖∗

𝜇∗ pr𝑘

𝑖∗⊗1≃
𝜇∗ pr𝑘

因为最右边的竖箭头是同构,只需验证 𝑤𝑛 ∈ 𝐻𝑛(BO(𝑛1 + 𝑛2))沿着下面三个
箭头走会得到 𝑤𝑘 ⊗𝑤𝑛−𝑘. 但这是由于 𝑖∗𝑤𝑛 = 𝑤𝑛和归纳假设. ◻

例 3.3. 对球面 𝑆𝑛的切丛 𝑇𝑆𝑛,有

𝑤(𝑇𝑆𝑛) = 1,

因为如果把 𝑆𝑛 嵌入 ℝ𝑛+1中,就能看出 𝑇𝑆𝑛 ⊕ ℝ ≃ ℝ𝑛+1,这里 ℝ和 ℝ𝑛+1表

示平凡丛. ◃

下面的结论说明,示性类刻画了向量丛的扭曲程度.

命题 3.4. 设 𝐸 → 𝐵 是 𝕂𝑛-丛. 如果它有 𝑘 个 𝕂-线性无关的截面, 那么当
𝑖 > 𝑛 − 𝑘时,相应的示性类 𝑤𝑖(𝐸), 𝑐𝑖(𝐸)或 𝑝𝑖(𝐸)等于零. ◻

习题 3.5. 当 𝕂 = ℝ,ℂ,ℍ时,记 𝐺(𝑛) = O(𝑛),U(𝑛), Sp(𝑛). 对 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,记

𝑖 ∶ B𝐺(𝑘) → B𝐺(𝑛)

为含入映射 𝐺(𝑘) ↪ 𝐺(𝑛)诱导的映射. 设 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘. 则当 𝕂 = ℝ,ℂ,ℍ时,分
别有

𝑖∗𝑤𝑗 = 𝑤𝑗, 𝑖∗𝑐𝑗 = 𝑐𝑗, 𝑖∗𝑝𝑗 = 𝑝𝑗 . ◃

实向量丛的 Понтрягин类
到目前为止,我们已经知道了复向量丛和四元数向量丛的所有示性类.

但对实向量丛而言,我们只在系数环是特征 2时解决了这个问题. 对于一般
系数的环,我们下面定义一种新的示性类,即 Понтрягин类. (注意,这和四
元数向量丛的 Понтрягин类是不同的.)

定义 3.6. 在 (1.6)的意义下,我们定义两种向量丛的操作.
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• 对实向量丛 𝐸,我们可以定义 𝐸的复化,即复向量丛 𝐸 ⊗ ℂ.

• 对复向量丛 𝐸,我们可以定义 𝐸的复共轭,即复向量丛 𝐸.

引理 3.7. 设 𝐸是复向量丛. 则对任意正整数 𝑖,有

𝑐𝑖(𝐸) = (−1)𝑖 𝑐𝑖(𝐸).

证明 我们只需对万有复向量丛,记为 𝐸(𝑛) → BU(𝑛),证明这一等式. 因为
ℂ𝑛的定向在取共轭之后变成原来的 (−1)𝑛倍,所以由 (2.21),

𝑐𝑛(𝐸(𝑛)) = 𝑒(𝐸(𝑛)) = (−1)𝑛 𝑒(𝐸(𝑛)) = (−1)𝑛 𝑐𝑛(𝐸(𝑛)).

对 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,记 𝑖 ∶ BU(𝑘) → BU(𝑛)为映射 U(𝑘) ↪ U(𝑛)诱导的映射. 则

𝑖∗𝑐𝑘(𝐸(𝑛)) = 𝑐𝑘(𝐸(𝑘)) = (−1)𝑘 𝑐𝑘(𝐸(𝑘)) = (−1)𝑘 𝑖∗𝑐𝑘(𝐸(𝑛)).

而我们对 Graßmann 流形的上同调的计算结果表明, 𝑖∗ ∶ 𝐻2𝑘(BU(𝑛)) →
𝐻2𝑘(BU(𝑘))是同构. 这就得到了要证的等式. ◻

对于实向量丛 𝐸,有自然的复向量丛的同构

𝐸 ⊗ ℂ ≃ 𝐸 ⊗ ℂ.

这个同构由 𝑥 + i𝑦 ↦ 𝑥 − i𝑦给出. 由引理,这说明当 𝑖是奇数时,

2𝑐𝑖(𝐸 ⊗ ℂ) = 0.

当系数环非特征 2时,这些陈类一定为 0,而偶数陈类能给出有用的信息.

定义 3.8. 设 𝐸 → 𝐵是实向量丛. 定义 𝐸的第 𝑖个Понтрягин类为

𝑝𝑖(𝐸) = (−1)𝑖 𝑐2𝑖(𝐸 ⊗ ℂ) ∈ 𝐻4𝑖(𝐵).

定义 𝑝(𝐸) = 1 + 𝑝1(𝐸) + 𝑝2(𝐸) +⋯为 𝐸的全Понтрягин类.

这里,加入系数 (−1)𝑖 没有什么深刻的原因,也不会影响下一个结论,只
是为了和公认的定义相符,并使得下面的公式 (3.11)不带符号.

定理 3.9 (Whitney乘积公式). 如果 𝐸1, 𝐸2是 𝐵上的两个实向量丛,且系数环
𝑅中 2不是零因子. 那么

𝑝(𝐸1 ⊕𝐸2) = 𝑝(𝐸1) 𝑝(𝐸2). ◻

定理的证明非常简单,留给读者完成.
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例 3.10. 与之前同理,当 𝑅非特征 2时,我们有

𝑝(𝑇𝑆𝑛) = 1. ◃

与之前提到的示性类类似,最高阶的 Понтрягин类也与 Euler类有关.

定理 3.11. 设 𝐸是可定向的 ℝ2𝑛-丛. 则

𝑝𝑛(𝐸) = 𝑒(𝐸)2.

证明 由 (2.21),我们有

𝑝𝑛(𝐸) = (−1)𝑛 𝑐𝑛(𝐸 ⊗ ℂ) = (−1)𝑛 𝑒(𝐸 ⊗ ℂ).

对任意带有定向的 2𝑛维实向量空间 𝑉,同构

𝑉 ⊗ ℂ ≃ 𝑉 ⊕ i𝑉

将定向变为原来的 (−1)𝑛倍,因为若取𝑉的一组符合定向的有序基 𝑣1, … , 𝑣2𝑛,
那么上述两个空间的定向分别由排序

𝑣1, i𝑣1, … , 𝑣2𝑛, i𝑣2𝑛; 𝑣1, … , 𝑣2𝑛, i𝑣1, … , i𝑣2𝑛

确定. 这两个排序通过 (2𝑛)(2𝑛 − 1)∕2次对换互相转换,因此它们的定向相差
(−1)(2𝑛)(2𝑛−1)∕2 = (−1)𝑛倍. 从而,

𝑝𝑛(𝐸) = (−1)𝑛 𝑒(𝐸 ⊗ ℂ) = 𝑒(𝐸 ⊕ 𝐸) = 𝑒(𝐸)2. ◻

于是,对非特征 2的情形,我们可以给出可定向实向量丛的所有示性类.

定理 3.12. 设系数环 𝑅中 2不是零因子. 则有分次环的同构

𝐻•(BSO(2𝑛); 𝑅) ≃ 𝑅[𝑝1, … , 𝑝𝑛−1, 𝑒],
𝐻•(BSO(2𝑛 + 1); 𝑅) ≃ 𝑅[𝑝1, … , 𝑝𝑛],

其中 deg𝑝𝑖 = 4𝑖, deg 𝑒 = 2𝑛, 𝑒2 = 𝑝𝑛.

定理的证明方法和 (2.9)的证明相同. 读者可以自己尝试,也可以参见
[Coh06, §3.5.3].
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分裂原理
为了研究示性类与向量丛的张量积的关系,我们需要分裂原理的帮助.

分裂原理可以把一般的向量丛的问题简化为线丛的问题.

定理 3.13 (分裂原理). 设 𝐸 → 𝐵是 𝕂𝑛-丛,系数环 𝑅是 𝕂-可定向的. 则存在
拓扑空间 𝑌和映射 𝑓∶ 𝑌 → 𝐵,使得拉回的向量丛 𝑓∗𝐸 → 𝑌满足以下条件:

• 拉回的向量丛 𝑓∗𝐸 → 𝑌分裂为 𝑛个线丛 (即 𝕂1-丛)的直和:

𝑓∗𝐸 ≃ 𝐿1 ⊕⋯⊕ 𝐿𝑛.

• 上同调的映射
𝑓∗ ∶ 𝐻•(𝐵; 𝑅) → 𝐻•(𝑌; 𝑅)

是单射,从而 𝑓∗𝐸的示性类满足的关系也被 𝐸的示性类满足.

例如,我们将证明对复线丛 𝐿1, 𝐿2,有 𝑐1(𝐿1⊗𝐿2) = 𝑐1(𝐿1) + 𝑐1(𝐿2). 从而,
对一般的复向量丛的张量积 𝐸1 ⊗ 𝐸2,我们就可以直接假设 𝐸1, 𝐸2 都是线丛
的直和,给出计算张量积的陈类的公式. 下一小节将讨论这个问题.
在证明分裂原理之前,我们先叙述一个重要的步骤. 这个结论与 Thom

同构定理相似,证明方法是相同的.

定理 3.14 (Leray–Hirsch). 设 𝐸 → 𝐵是纤维为 𝐹的纤维丛. 设有有限个元素

𝛼1, … , 𝛼𝑚 ∈ 𝐻•(𝐸; 𝑅),

使得

• 这些元素限制在每个纤维 𝐹上,都自由地生成 𝑅-模𝐻•(𝐹; 𝑅).

则这些元素也自由地生成𝐻•(𝐵; 𝑅)-模𝐻•(𝐸; 𝑅). 换言之,

𝐻•(𝐵; 𝑅) ⊗
𝑅
𝐻•(𝐹; 𝑅) ≃ 𝐻•(𝐸; 𝑅). ◻

下面,我们通过一个直接的构造,证明分裂原理.

定义 3.15. 设 𝑉是 𝑛维 𝕂-向量空间. 𝑉的一面旗 (flag)是一列线性子空间

0 = 𝑉0 ⊂ 𝑉1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑉𝑛 = 𝑉,

其中 dim𝑉𝑖 = 𝑖. 空间 𝑉 的所有旗构成的空间记为 Fl(𝑉),称为旗流形 (flag
manifold),因为它有一个自然的流形结构.
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如果 𝑉 带有一个 Euclid或 Hermite度量,那么一面旗等价于一组互相
正交的直线

ℓ1, ℓ2, … , ℓ𝑛 ⊂ 𝑉,

满足 𝑉𝑖 = span(ℓ1, … , ℓ𝑖).
在 (1.6)的意义下,函子

Fl∶ Vect(𝑛,𝕂) → Top

可以把一个向量丛 𝐸变成纤维为旗流形的纤维丛,即旗丛 (flag bundle),我们
记为 Fl(𝐸).

定理 3.13的证明 我们证明,映射 𝑓∶ Fl(𝐸) → 𝐵满足定理的条件.
先证明 𝑓∗𝐸分裂成线丛的直和. 在 𝐸上取一个 Euclid或 Hermite度量,

则旗可以由一组互相正交的直线给出. 我们有

𝑓∗𝐸 = {(𝑥, ℓ1, … , ℓ𝑛, 𝑣) ∣ 𝑥 ∈ 𝐵, 𝑣 ∈ 𝐸𝑥, ℓ𝑖 ⊂ 𝐸𝑥 是互相正交的直线}.

定义 𝑓∗𝐸的子线丛

𝐿𝑖 = {(𝑥, ℓ1, … , ℓ𝑛, 𝑣) ∣ 𝑣 ∈ ℓ𝑖} ⊂ 𝑓∗𝐸.

则

𝑓∗𝐸 = 𝐿1 ⊕⋯⊕ 𝐿𝑛.

再证明上同调的映射 𝑓∗ ∶ 𝐻•(𝐵) → 𝐻•(Fl(𝐸))是单射. 我们有图表

𝑝∗𝑛⋯𝑝∗1𝐸 ⋯ 𝑝∗2𝑝∗1𝐸 𝑝∗1𝐸 𝐸

P𝑛(𝐸) ⋯ P2(𝐸) P(𝐸) 𝐵 ,

⌜ ⌜ ⌜ 𝑝
𝑝2 𝑝1

其中每个 P𝑖(𝐸) 定义为它右边的竖直映射代表的向量丛的射影化 (pro-
jectivisation), 也就是把纤维换成其射影空间得到的纤维丛. 容易验证,
P𝑛(𝐸) ≃ Fl(𝐸). 因此,只需验证

𝑝∗1 ∶ 𝐻•(𝐵) → 𝐻•(P(𝐸))

是单射.
设 𝑥 ∈ 𝐵. 考虑纤维丛 P(𝐸) → 𝐵的纤维 P(𝐸𝑥) ≃ 𝕂P𝑛−1. 则向量丛 𝑝∗1𝐸

限制在 P(𝐸𝑥)上,实际上是 𝕂P𝑛−1上的平凡丛 𝕂P𝑛−1 × 𝕂𝑛. 这个平凡丛有一
个著名的子线丛,叫做自言线丛 (tautological line bundle),记作 𝒪(−1),定义
为

𝒪(−1) = {(ℓ, 𝑥) ∈ 𝕂P𝑛−1 × 𝕂𝑛 ∣ 𝑥 ∈ ℓ}.
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记 𝐿为 𝑝∗1𝐸 的子线丛,它由每个 P(𝐸𝑥) ≃ 𝕂P𝑛−1 上的自言线丛拼起来得到.
为记号方便,我们记 𝑐1(𝐿)为𝑤1(𝐿), 𝑐1(𝐿)或 𝑝1(𝐿)中合适的那一个. 考虑 P(𝐸)
的上同调类

1, 𝑐1(𝐿), 𝑐1(𝐿)2, … , 𝑐1(𝐿)𝑛−1.

它们限制在每个 P(𝐸𝑥) 上, 都自由地生成 P(𝐸𝑥) ≃ 𝕂P𝑛−1 的上同调 (因为
自言线丛是万有线丛的拉回,细节留给读者). 由 Leray–Hirsch定理 (3.14),
𝐻•(P(𝐸))是自由的 𝐻•(𝐵)-模,而 𝑝∗1 作为模同态,把生成元 1 ∈ 𝐻•(𝐵)映到生
成元之一 1 ∈ 𝐻•(P(𝐸)). 这就说明 𝑝∗1 是单射. ◻

分裂原理有一种更抽象的形式,即下面的命题. 为方便叙述,我们只叙述
𝕂 = ℂ的情况,但其它情况也相同.

推论 3.16. 映射⊕∶ BU(1)𝑛 → BU(𝑛)诱导了单射

𝐻•(BU(𝑛)) ↪ 𝐻•(BU(1))⊗𝑛 ≃ 𝑅[𝑐(1)1 , … , 𝑐(𝑛)1 ],

其像是所有对称多项式构成的子环. ◻

这个推论的含义是,如果要研究 𝑛维向量丛的示性类,即 𝐻•(BU(𝑛))的
上同调类,我们可以不妨将它视为 𝑛个线丛的直和,然后用Whitney乘积公
式计算出这个直和的示性类,即𝐻•(BU(1))⊗𝑛的元素.

陈特征
我们知道,全陈类对向量丛的直和有积性. 通过这个性质,我们可以构造

出一种新的示性类,叫做陈特征,它对向量丛的直和有加性,对张量积有积性.
在这一小节中,设 𝑅是一个包含 ℚ的环.

定义 3.17. 设 𝐸 → 𝐵是复向量丛,它是 𝑛个线丛的直和: 𝐸 ≃ 𝐿1 ⊕⋯⊕ 𝐿𝑛.
我们定义 𝐸的陈特征为

ch𝐸 = e𝑐1(𝐿1) +⋯+ e𝑐1(𝐿𝑛) ∈ 𝐻2•(𝐵) =
∞
∏
𝑘=0

𝐻2𝑘(𝐵),

这里指数的含义是形式幂级数.
对一般的复向量丛 𝐸 → 𝐵,我们通过分裂原理定义其陈特征. 事实上,由

(3.16),上面的表达式可以写成 𝐸 的陈类的形式幂级数. 当然,我们也可以具
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体地写下来:

ch𝐸 = 𝑛 +
∞
∑
𝑘=1

1
𝑘!

|||||||||

1 0 ⋯ 𝑐1
𝑐1 1 0 ⋯ 2𝑐2
𝑐2 𝑐1 1 3𝑐3
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

𝑐𝑘−1 ⋯ 𝑐2 𝑐1 𝑘𝑐𝑘

|||||||||

,

这里 𝑐𝑖 代表 𝑐𝑖(𝐸).

定理 3.18. 设 𝐸1, 𝐸2是空间 𝐵上的两个复向量丛. 则

ch(𝐸1 ⊕𝐸2) = ch𝐸1 + ch𝐸2,
ch(𝐸1 ⊗𝐸2) = ch𝐸1 ⋅ ch𝐸2.

证明 不妨假设两个向量丛都分裂成线丛的直和. 则第一个等式是显然的.
要证明第二个等式,我们只需对线丛 𝐿1, 𝐿2证明

𝑐1(𝐿1 ⊗ 𝐿2) = 𝑐1(𝐿1) + 𝑐1(𝐿2).

事实上,只需对万有线丛 EU(1) → ℂP∞ 证明结论. 而包含映射 ℂP1 ↪ ℂP∞

诱导了上同调𝐻2的单射,因此,只需证明 ℂP1上的自言丛 𝒪(−1)满足

𝑐1(𝒪(−2)) = 2 𝑐1(𝒪(−1)),

其中 𝒪(−2) = 𝒪(−1)⊗2.
剩下的工作就是计算这两个线丛的陈类. 但是,我们还没有准备好计算

的工具,即陈–Weil理论. 在 §5的理论框架下,这一命题几乎是显然的. 因此,
我们把证明推迟到 §5. ◻

注 3.19. 对实向量丛和四元数向量丛而言,通过对应的 Понтрягин类,可以
定义Понтрягин特征,这种特征也有加性和乘性.

对于 Stiefel–Whitney类而言,相应的特征无法定义,因为系数环为特征
2时,指数映射 (作为形式幂级数)无法定义. ◃

注 3.20. 之所以把自言线丛叫做 𝒪(−1)而不是 𝒪(1),是因为前者的第一陈类
是负的. 我们将在 §5中证明这一点. ◃
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𝐾-理论
陈特征的加性和乘性启发我们,可以将映射 ch看成一个 “环同态”

ch∶ (𝐵上的向量丛, ⊕, ⊗) → (𝐻2•(𝐵), +, ⋅).

这一想法可以在 𝐾-理论的框架里实现. 事实上,在合适的假设下,这一映射
是一个 “环同构”.

定义 3.21. 设 𝐴是一个 Abel半群 (带有交换、结合乘法的集合,不一定有单
位元和逆元). 它的群化 (groupification)是 Abel群

G(𝐴) =
⨁𝑎∈𝐴 ℤ ⋅ [𝑎]

[𝑎 + 𝑏] ∼ [𝑎] + [𝑏] .

例如 G(ℕ, +) ≃ (ℤ, +),又例如 G(ℤ ⧵ {0}, ×) ≃ (ℚ ⧵ {0}, ×).

定义 3.22. 设 𝑋是拓扑空间. 我们定义

𝐾(𝑋) = G(BundVect(ℂ)(𝑋), ⊕).

向量丛的张量积诱导了 𝐾(𝑋)上的乘法结构,使它成为一个交换环,其乘法单
位元是平凡丛 𝑋 × ℂ. 函子 𝐾∶ Topop → Ring称为 𝐾-理论.

例如,在 𝐾(𝑆𝑛)中,切丛 𝑇𝑆𝑛 和平凡丛 𝑆𝑛 × ℝ𝑛 是同一个元素,因为它们
与平凡丛 𝑆𝑛 × ℝ的直和是同构的.

现在,陈特征
ch∶ 𝐾(𝑋) → 𝐻2•(𝑋)

就是一个严格意义下的环同态了.

注 3.23. 类似地,我们可以考虑实向量丛或四元数向量丛,得到的函子分别称
为KO理论和KSp理论. ◃

注 3.24. 将函子 𝐾称为 “理论”的原因是,它是一个广义上同调理论. 也就是
说,它是系数环为谱环 (而不是普通的环)的上同调理论. 在广义上同调理论
中,也有示性类的理论,参见 [Swi75, 16.27之后]. ◃

定理 3.25. 设 𝑋是紧空间. 则有集合的自然同构

𝐾(𝑋) ≃ [𝑋, BU × ℤ],

其中 U = colimU(𝑛),记号 [ , ]表示映射的同伦类的集合.
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见 [Kar78,定理 II.1.33].
关于 𝐾-理论最著名的定理是 Bott周期律. 上一个结论帮助我们叙述这

个大定理.

定理 3.26 (Bott周期律). 我们有

Ω(BU × ℤ) ≃ U,
ΩU ≃ BU × ℤ.

作为推论,对任何紧空间 𝑋,我们有

𝐾(Σ2𝑋) ≃ 𝐾(𝑋).

见 [Hat17,定理 2.11].

注 3.27. 对于实数和四元数的情况,也有 Bott周期律,但需要作用 8次 Ω (而
不是 2次)才能回到原来的空间. ◃

注 3.28. 对于紧空间 𝑋,映射

⊗(𝐻 − 1)∶ 𝐾(𝑋) → 𝐾(Σ2𝑋)

是同构,其中 Σ2𝑋等同于 𝑋 ∧ 𝑆2,而𝐻表示 𝑆2 ≃ ℂP1的线丛 𝒪(1),这里⊗就
表示向量丛的张量积. 这个结论是 Bott周期律的另一形式,我们在这里就不
证明它了. ◃

推论 3.29. 我们可以计算出球面的 𝐾-理论:

𝐾(𝑆2𝑛) ≃ ℤ⊕ ℤ,
𝐾(𝑆2𝑛+1) ≃ ℤ.

证明 显然, 𝐾(𝑆0) ≃ ℤ⊕ ℤ. 利用 Bott周期律就得到第一个同构.
因为 𝜋1(BU) ≃ 𝜋0(U) ≃ 0,所以由 (3.25),得到 𝐾(𝑆1) ≃ ℤ. 利用 Bott周期

律就得到第二个同构. ◻

定理 3.30. 设 𝑋是紧 CW复形. 则有环同构

ch∶ 𝐾(𝑋) ⊗
ℤ
ℚ ≃ 𝐻2•(𝑋; ℚ).

证明 我们对胞腔的个数归纳. 当胞腔个数是 0或 1时,命题是显然的. 胞腔
个数是 2时, (3.29)说明结论正确.

设 𝑋 = 𝐴 ⊔𝑆𝑛−1 𝐷𝑛,其中 𝐴比 𝑋 胞腔个数少,但至少有 2个胞腔. 我们
有 Puppe正合列

𝐴 → 𝑋 → 𝑋∕𝐴 → Σ𝐴 → Σ𝑋 → Σ𝑋∕Σ𝐴 → Σ2𝐴 → ⋯.
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由 𝐾-理论的可表性 (3.25)和上同调函子 𝐻•的可表性,序列的第三项至第七
项诱导了两个长正合列的图表

⋯ 𝐾(Σ2𝐴) ⊗ℚ 𝐾(Σ𝑋∕Σ𝐴) ⊗ℚ 𝐾(Σ𝑋) ⊗ℚ 𝐾(Σ𝐴) ⊗ℚ 𝐾(𝑋∕𝐴) ⊗ℚ ⋯

⋯ 𝐻2•(Σ2𝐴; ℚ) 𝐻2•(Σ𝑋∕Σ𝐴; ℚ) 𝐻2•(Σ𝑋; ℚ) 𝐻2•(Σ𝐴; ℚ) 𝐻2•(𝑋∕𝐴; ℚ) ⋯ .

ch≃ ch≃ ch ch≃ ch≃

注意到 Σ𝑋 和 𝑋 胞腔个数相同,而另外四个空间的胞腔个数都更少. 由五引
理,知要证的结论对 Σ𝑋成立. 同样的论述表明,结论对 Σ2𝑋成立. 由 Bott周
期律,结论对 𝑋成立. ◻

这一定理告诉我们,在合适的假设下, 𝐾-理论给出的信息和陈类是一样
的. 具体地说,两个向量丛的所有陈类相等,当且仅当它们在 𝐾(𝑋) ⊗ ℚ中相
同. 例如,两种理论都无法区分球面的切丛和平凡丛.

4 几个应用
在这一节中,我们首先介绍著名的 Poincaré–Hopf定理,然后介绍几个运

用示性类解决问题的例子.

Poincaré–Hopf定理
这一节的目标是证明 Poincaré–Hopf定理,它把向量场的零点和流形的

拓扑联系起来. 这个结论的另一个形式是,紧流形的切丛的 Euler类就等于
它的 Euler示性数. 这也是 Euler类命名的原因.

在本节中,所有流形都默认是光滑的.

定理 4.1 (Poincaré–Hopf). 设系数环 𝑅是域,设𝑀是 𝑅-已定向的紧、连通的
流形. 则

𝑒(𝑇𝑀) = 𝜒(𝑀) = [𝑀 ∩𝑀]𝑇𝑀 ,

其中 𝜒(𝑀)表示𝑀 的 Euler示性数 (这个整数看作𝑀 的一个最高次上同调
类), [𝑀 ∩𝑀]𝑇𝑀 表示切丛 𝑇𝑀中𝑀和自己的相交数.

注 4.2. 相交数 [𝑀 ∩ 𝑀]𝑇𝑀 可以被看作𝑀 上的向量场的指标 (index). 具体
地说,我们把其中一个𝑀 看作零截面,另一个看作向量场对应的截面. 如果
这两个截面横截相交,那么这个相交数就等于向量场的零点的 “加权个数”. ◃

在证明之前,我们先给出几个例子.

推论 4.3 (毛球定理). 球面 𝑆2上不存在处处非零的连续向量场. ◻
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我们也可以用 Euler类来计算其它的示性类.

推论 4.4.

• 如果 𝑅是特征 2域,𝑀是紧、连通的 𝑛维流形,则

𝑤𝑛(𝑇𝑀) ≡ 𝜒(𝑀) (mod 2).

• 如果𝑀是紧、连通的 𝑛维近复流形 (这包括所有的复流形),则

𝑐𝑛(𝑇𝑀) = 𝜒(𝑀).

特别地,亏格 𝑔的 Riemann面的切丛的 𝑐1类等于 2 − 2𝑔.
• 如果𝑀是紧、连通的 𝑛维近四元数流形 (例如 ℍP𝑛),则

𝑝𝑛(𝑇𝑀) = 𝜒(𝑀). ◻

下面,我们开始做一些定理证明的准备工作.

引理 4.5. 设𝑀是流形. 将𝑀通过对角映射嵌入𝑀 ×𝑀. 则𝑀在𝑀 ×𝑀中
的法丛同构于切丛 𝑇𝑀.

证明 在点 𝑥 ∈ 𝑀处,这个同构由

𝑇𝑥𝑀 → 𝑇(𝑥,𝑥)(𝑀 ×𝑀),
𝑣 ↦ (𝑣, −𝑣)

给出. ◻

推论 4.6. 将𝑀通过对角映射嵌入𝑀 ×𝑀. 则

𝐻̃•(Th(𝑇𝑀)) ≃ 𝐻•(𝑀 ×𝑀, 𝑀 ×𝑀 ⧵𝑀). ◻

通过这个同构, 𝑇𝑀的 Thom类对应了一个上同调类

𝑢 ∈ 𝐻•(𝑀 ×𝑀, 𝑀 ×𝑀 ⧵𝑀).

它称为对角类,它也可以看成𝐻•(𝑀 ×𝑀)的元素.
Poincaré–Hopf定理描述了流形的 Euler类. 由于 Euler类的构造,它其

实就是对角类 𝑢在子流形𝑀 ⊂ 𝑀 ×𝑀上的限制. 我们的证明就通过研究对
角类来完成.

注 4.7. 由 Thom类的刻画,如果用一个微分形式来代表对角类,我们可以取
支集在𝑀的一个管状邻域内,且方向垂直于𝑀的一个形式. 读过 [BT82]的
读者会发现,这说明对角类是子流形𝑀 ⊂ 𝑀 ×𝑀的 Poincaré对偶. ◃
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我们通过紧流形的上同调的 Poincaré对偶,来描述对角类.

定理 4.8 (上同调的 Poincaré对偶). 设系数环 𝑅是域,设𝑀是 𝑅-已定向的紧、
连通的 𝑛维流形. 取 𝑅-向量空间 𝐻•(𝑀; 𝑅)的一组基 𝑏1, … , 𝑏𝑟,使得每个 𝑏𝑖
都是齐次的 (即落在某个𝐻𝑘 中). 则

• 存在𝐻•(𝑀; 𝑅)的一组对偶基 {𝑏∗𝑖 },满足

𝑏𝑖 𝑏∗𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 ∈ 𝐻𝑛(𝑀; 𝑅),

这里 𝛿𝑖𝑗 ∈ 𝐻𝑛(𝑀; 𝑅)的含义是,它作用在𝑀的基本类 [𝑀] ∈ 𝐻𝑛(𝑀; 𝑅)
上等于 𝛿𝑖𝑗 .

• 记 |𝑏𝑖| = deg 𝑏𝑖 . 则

𝑢 =
𝑟
∑
𝑖=1

(−1)|𝑏𝑖| 𝑏𝑖 × 𝑏∗𝑖 ∈ 𝐻𝑛(𝑀 ×𝑀; 𝑅).

证明这个定理之前,我们先假设它成立,证明 Poincaré–Hopf定理.

定理 4.1的证明 记 Δ∶ 𝑀 ↪ 𝑀 ×𝑀是对角映射. 则

𝑒(𝑇𝑀) = Δ∗𝑢

= Δ∗(
𝑟
∑
𝑖=1

(−1)|𝑏𝑖| 𝑏𝑖 × 𝑏∗𝑖 )

=
𝑟
∑
𝑖=1

(−1)|𝑏𝑖| 𝑏𝑖 𝑏∗𝑖 (由杯积的定义)

=
𝑟
∑
𝑖=1

(−1)|𝑏𝑖|

= 𝜒(𝑀).

另一方面,因为 𝑢是子流形𝑀 的 Poincaré对偶,所以𝑀 ∩𝑀 的 Poincaré对
偶是 𝑢 𝑢. 在表达式 𝑢 = ∑(−1)|𝑏𝑖| 𝑏𝑖 × 𝑏∗𝑖 中交换𝑀 ×𝑀的两个因子𝑀的
地位,我们得到 𝑢 = ∑𝑏∗𝑖 × 𝑏𝑖,这里 (−1)|𝑏𝑖|消失的原因是,交换两个𝑀的次
序之后,奇异单形的定向 (或者说,微分形式相乘的次序)不同. 因此,

𝑢 𝑢 =
𝑟
∑
𝑖,𝑗=1

(−1)|𝑏𝑖| (𝑏𝑖 × 𝑏∗𝑖 ) (𝑏∗𝑗 × 𝑏𝑗)

=
𝑟
∑
𝑖,𝑗=1

(−1)|𝑏𝑖|+|𝑏
∗
𝑖 ||𝑏

∗
𝑗 | (𝑏𝑖 𝑏∗𝑗 ) × (𝑏∗𝑖 𝑏𝑗)



4 几个应用 35

=
𝑟
∑
𝑖=1

(−1)|𝑏𝑖|+|𝑏∗𝑖 | (𝑏𝑖 𝑏∗𝑖 ) × (𝑏∗𝑖 𝑏𝑖)

=
𝑟
∑
𝑖=1

(−1)|𝑏𝑖|+|𝑏∗𝑖 |+|𝑏𝑖||𝑏∗𝑖 |

= 𝜒(𝑀),

其中最后一步通过讨论 dim𝑀的奇偶性得到. ◻

下面,我们来证明 (4.8). 证明的概要如下: 首先把 𝑢写成∑𝑟
𝑖=1 𝑏𝑖 × 𝑐𝑖 的

形式. 通过 𝑢的性质,我们实际上能证明, {(−1)|𝑏𝑖| 𝑐𝑖}构成 {𝑏𝑖}的一组对偶基.
这样,我们就在描述对角类的同时,重新证明了 Poincaré对偶定理.

定义 4.9. 设 𝑋,𝑌是拓扑空间. 我们定义除积 (slant product)

∕∶ 𝐻𝑝+𝑞(𝑋 × 𝑌) ⊗ 𝐻𝑞(𝑌) → 𝐻𝑝(𝑋),

定义的方法是将 𝑌的上同调和下同调进行配对. 具体地说,它是由奇异链复
形、奇异上链复形的映射

𝑆•(𝑋 × 𝑌) ⊗ 𝑆•(𝑌) → 𝑆•(𝑋) ⊗ 𝑆•(𝑌) ⊗ 𝑆•(𝑌)
配对−−−→ 𝑆•(𝑋)

诱导的映射.

由这个定义,如果 𝑎 ∈ 𝐻𝑝(𝑋), 𝑏 ∈ 𝐻𝑞(𝑌), 𝑐 ∈ 𝐻𝑞(𝑌),那么

(𝑎 × 𝑏)∕𝑐 = ⟨𝑏, 𝑐⟩ ⋅ 𝑎.

引理 4.10. 设 [𝑀] ∈ 𝐻𝑛(𝑀)是𝑀的基本类. 则

𝑢∕[𝑀] = 1 ∈ 𝐻0(𝑀),

其中 𝑢 ∈ 𝐻𝑛(𝑀 ×𝑀)是之前定义的对角类.

证明 只需对一个 𝑥 ∈ 𝑀,证明 (𝑢∕[𝑀])||𝑥 = 1 ∈ 𝐻0(𝑥). 我们有交换图

𝐻𝑛(𝑀 ×𝑀) 𝐻0(𝑀)

𝐻𝑛(𝑥 × 𝑀) 𝐻0(𝑥) ,
𝑖∗𝑥

∕[𝑀]

∕[𝑀]

其中 𝑖𝑥 ∶ 𝑥 × 𝑀 ↪ 𝑀 ×𝑀是含入映射. 对角类 𝑢在图表的左上角,它在右下
角的像是 𝑢∕[𝑀] (先右后下),也是 (1 ⊗ 𝑖∗𝑥𝑢)∕[𝑀] = ⟨𝑖∗𝑥𝑢, [𝑀]⟩ (先下后右).
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另一方面,我们有四个拓扑空间对构成的交换图

(𝑥 × 𝑀, ∅) (𝑥 × 𝑀, 𝑥 ×𝑀 ⧵ 𝑥 × 𝑥)

(𝑀 ×𝑀, ∅) (𝑀 ×𝑀, 𝑀 ×𝑀 ⧵𝑀) ,
𝑖𝑥 𝑗𝑥

其中右下角的𝑀是𝑀×𝑀中的对角线.我们将 𝑢视为𝐻𝑛(𝑀×𝑀, 𝑀×𝑀⧵𝑀)
的元素,则

⟨𝑖∗𝑥𝑢, [𝑀]⟩ = ⟨𝑗∗𝑥𝑢, [𝑀]⟩ = 1,

其中第二个 [𝑀]是 𝐻𝑛(𝑀, 𝑀 ⧵ 𝑥)的元素,第一个等号是由于上面的交换图,
第二个等号是因为 𝑗∗𝑥𝑢本质上是 Thom类在纤维上的限制. ◻

引理 4.11. 设 𝑎 ∈ 𝐻•(𝑀)是任一上同调类. 则在𝑀 ×𝑀的上同调环中,

(𝑎 ⊗ 1) 𝑢 = (1 ⊗ 𝑎) 𝑢.

证明 取对角线𝑀 ⊂ 𝑀 ×𝑀的管状邻域 𝑁,并记 𝑖 ∶ 𝑁 ↪ 𝑀 ×𝑀为含入映
射. 通过选取合适的 𝑁,我们可以保证向两个分量的投影

𝑝1|𝑁 , 𝑝2|𝑁 ∶ 𝑁 → 𝑀

是同伦的 (请读者验证). 这说明

𝑖∗(𝑎 ⊗ 1) = 𝑖∗(1 ⊗ 𝑎).

通过交换图

𝐻•(𝑀 ×𝑀) 𝐻•(𝑁)

𝐻•+𝑛(𝑀 ×𝑀, 𝑀 ×𝑀 ⧵𝑀) 𝐻•+𝑛(𝑁, 𝑁 ⧵ 𝑀) ,
ᵆ

𝑖∗

ᵆ
≃
切除

我们就得到了要证的等式. ◻

定理 4.8的证明 和上面一样,记 𝑢 ∈ 𝐻𝑛(𝑀 ×𝑀)为对角类. 我们将它写成

𝑢 = ∑𝑖 𝑏𝑖 ⊗ 𝑐𝑖

的形式 (这是因为 Künneth公式中的 Tor部分消失).
设 𝑎 ∈ 𝐻•(𝑀)是任一上同调类. 一方面,我们有

((𝑎 ⊗ 1) 𝑢)/[𝑀]
= (𝑎 ⊗ 1)∕[𝑀] 𝑢∕[𝑀]
= 𝑎 1 = 𝑎,
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而另一方面,我们有

((1 ⊗ 𝑎) 𝑢)/[𝑀]
= ∑𝑖 ((1 ⊗ 𝑎) (𝑏𝑖 ⊗ 𝑐𝑖))/[𝑀]
= ∑𝑖 (−1)|𝑎||𝑏𝑖|((1 𝑏𝑖) ⊗ (𝑎 𝑐𝑖))/[𝑀]
= ∑𝑖 (−1)|𝑎||𝑏𝑖|⟨𝑎 𝑐𝑖, [𝑀]⟩ 𝑏𝑖 .

由引理,上面两个式子是相等的. 我们取 𝑎 = 𝑏𝑗,并比较式中 𝑏𝑖 的系数,得到

(−1)|𝑏𝑖||𝑏𝑗|⟨𝑏𝑗 𝑐𝑖, [𝑀]⟩ = 𝛿𝑖𝑗 .

因此,取 𝑏∗𝑖 = (−1)|𝑏𝑖|𝑐𝑖,就能满足定理的要求. ◻

ℝP𝑛能否浸入 ℝ𝑁

定理 4.12. 设 𝑛 = 2, 4, 8, 16, … . 则 ℝP𝑛能够浸入 ℝ𝑁 当且仅当 𝑁 ≥ 2𝑛 − 1.

在流形理论中,Whitney浸入定理说明,当 𝑛 ≥ 2时,每个 𝑛维流形都能
浸入 ℝ2𝑛−1. 我们的定理说明,这个线性界 2𝑛 − 1是最佳的.
定理的证明思路是,如果这样的浸入存在,那么切丛和法丛的直和就是

平凡丛. 因此,由Whitney乘积公式,得到

𝑤(𝑇ℝP𝑛) 𝑤(法丛) = 1.

通过这个等式,我们能给出法丛的秩的下界.
首先,我们计算射影空间的切丛的示性类.

定理 4.13. 设系数环是 𝕂-可定向的. 如果 𝑛 ≥ 1,那么当 𝕂 = ℝ,ℂ,ℍ时分别
有

𝑤(𝑇ℝP𝑛) = (1 + 𝑥)𝑛+1,
𝑐(𝑇ℂP𝑛) = (1 + 𝑦)𝑛+1,
𝑝(𝑇ℍP𝑛) = (1 + 𝑧)𝑛+1,

其中 𝑥, 𝑦, 𝑧分别是 𝐻1(ℝP𝑛), 𝐻2(ℂP𝑛), 𝐻4(ℍP𝑛)的生成元. 这里,我们赋予
𝑇ℍP𝑛自然的四元数向量丛结构.

证明 我们只叙述 𝕂 = ℝ情况的证明,其它情况同理.
考虑流形 ℝ𝑛+1 ⧵ {0}的切丛

𝑇 = 𝑇(ℝ𝑛+1 ⧵ {0}) ≃ (ℝ𝑛+1 ⧵ {0}) × ℝ𝑛+1.
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实数乘法群 ℝ× 通过 (对所有分量)数乘作用在 𝑇上. 作为 ℝP𝑛 上的向量丛,
有

𝑇∕ℝ× ≃ 𝑇ℝP𝑛 ⊕ ℝ,

其中最后一个 ℝ表示 ℝP𝑛 上的平凡丛,它来自于径向的切向量. 另一方面,
作为 ℝP𝑛上的向量丛,有

((ℝ𝑛+1 ⧵ {0}) × ℝ)∕ℝ× ≃ 𝒪(−1),

其中 ℝ×的作用是数乘. 于是,

𝑇ℝP𝑛 ⊕ ℝ ≃ 𝑇∕ℝ× ≃ 𝒪(−1)⊕(𝑛+1).

在这一等式中,计算两边的全 Stiefel–Whitney类,得到

𝑤(𝑇ℝP𝑛) = 𝑤(𝒪(−1))𝑛+1 = (1 + 𝑥)𝑛+1. ◻

定理 4.12的证明 Whitney浸入定理说明了后一条件的充分性. 为证必要
性,假设存在这样的浸入. 则由之前的讨论,注意到 𝑛是 2的幂,有

𝑤(法丛) = 𝑤−1(𝑇ℝP𝑛)

= ((1 + 𝑥)𝑛+1)−1

= (1 + 𝑥 + 𝑥𝑛 +���𝑥𝑛+1)−1

= 1 + (𝑥 + 𝑥𝑛) + (𝑥 + 𝑥𝑛)2 +⋯
= 1 + 𝑥 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛−1.

因此,法丛的秩至少是 𝑛 − 1,从而 𝑁 ≥ 2𝑛 − 1. ◻

球面的近复结构
下面,我们利用示性类的计算,来判断哪些球面具有近复结构. 和之前一

样,本节中的流形都是指光滑流形. 本节的内容主要参考了 [KP17].

定义 4.14. 设𝑀是 2𝑛维流形. 它的一个近复结构 (almost complex structure)
是一个将切丛 𝑇𝑀看成 𝑛维复向量丛的方法.

根据这个定义,复流形都有近复结构. 但是,有近复结构的流形不一定有
复结构.

我们先叙述这一节的主要定理:

定理 4.15. 球面 𝑆𝑛有近复结构,当且仅当 𝑛 = 0, 2, 6.
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球面 𝑆0和 𝑆2事实上都有复结构,后者的复结构由 ℂP1给出. 至于 𝑆6是
否有复结构,则是一个未解难题. 著名的Michael Atiyah在 2016年宣称 𝑆6没
有复结构,但他的论证未被大多数人接受.

定理证明的概要是,先利用示性类的理论,排除 𝑛的所有其它可能性,然
后再在 𝑆6上构造一个近复结构.

引理 4.16. 当 𝑘 ≥ 1时,球面 𝑆4𝑘 没有近复结构.

证明 假设 𝑆4𝑘 有近复结构,记 𝑇为相应的复向量丛,使得 𝑇对应的实向量
丛 𝑇ℝ与 𝑇𝑆4𝑘 同构. 则

1 = 1 + (−1)𝑘 𝑝𝑘(𝑇ℝ) (3.10)

= 𝑐(𝑇ℝ ⊗ ℂ) (由 𝑝𝑘 的定义)
= 𝑐(𝑇 ⊕ 𝑇) (𝑇ℝ ⊗ ℂ ≃ 𝑇 ⊕ 𝑇)
= (1 + 𝑐2𝑘(𝑇)) (1 + 𝑐2𝑘(𝑇))
= (1 + 𝑒(𝑇)) (1 + 𝑒(𝑇))
= (1 + 𝑒(𝑇))2 (𝑇ℝ ≃ (𝑇)ℝ)
= 1 + 2𝑒(𝑇).

这说明 𝑒(𝑇) = 0,这与 Poincaré–Hopf定理矛盾. ◻

引理 4.17. 当 𝑘 ≥ 4时,球面 𝑆2𝑘 没有近复结构.

证明 设 𝑇 为 𝑆2𝑘 上的复向量丛, 使得 𝑇ℝ ≃ 𝑇𝑆2𝑘 同构. 我们知道 𝑐(𝑇) =
1 + 𝑐𝑘(𝑇) = 1 + 2𝑥,其中 𝑥是 𝐻2𝑘(𝑆2𝑘;ℤ) ≃ ℤ的生成元 1. 因此,由 (3.17)给
出的公式, 𝑇的陈特征是

ch(𝑇) = 𝑘 + 2
(𝑘 − 1)!𝑥.

我们断言系数 2∕(𝑘 − 1)! ∈ ℤ,从而必有 𝑘 < 4.
我们证明更一般的结论: 陈特征映射

ch∶ 𝐾(𝑆2𝑘) → 𝐻2•(𝑆2𝑘;ℚ)

的像都是整上同调类,即𝐻2•(𝑆2𝑘;ℤ)的元素.
为此,我们引入约化 𝐾-理论: 对带基点的拓扑空间 𝑋,定义

𝐾(𝑋) ∶= ker(rank∶ 𝐾(𝑋) → ℤ),

其中映射 rank定义为在 𝑋的基点处取向量丛的秩. 对于紧空间 𝑋,由 (3.25),
我们有

𝐾(𝑋) ≃ [𝑋,BU × ℤ]∗,
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其中记号 [ , ]∗表示固定基点的同伦类的集合.
由 Bott周期律 (3.28),对紧空间 𝑋,我们有交换图

𝐾(𝑋) 𝐾(Σ2𝑋)

𝐻̃2•(𝑋;ℚ) 𝐻̃2•(Σ2𝑋;ℚ) ,
ch

⊗(𝐻−1)
≃

ch
⊗ ch(𝐻−1)

≃

其中 Σ2𝑋等同于 𝑋 ∧ 𝑆2,而 𝐻是 𝑆2 ≃ ℂP1的线丛 𝒪(−1). 注意 ch(𝐻 − 1) =
(1 + 𝑐1(𝐻)) − 1 = 𝑐1(𝐻)就是𝐻2(𝑆2) ≃ ℤ的生成元,它是一个整上同调类.
我们用归纳法,在交换图中将 𝑋取成 𝑆0, 𝑆2, 𝑆4, … ,就完成了证明. ◻

定理 4.15的证明 由 (4.16), (4.17),我们只需要在 𝑆6上构造一个近复结构.
这个构造用到了八元数的集合𝕆. 我们记 Im𝕆 ≃ ℝ7为虚八元数的集合,

然后考虑单位球面 𝑆6 ⊂ Im𝕆. 对每个 𝑝 ∈ 𝑆6,切空间 𝑇𝑝𝑆6 可以看作 Im𝕆
的子空间 (切空间的原点和 Im𝕆的原点对齐). 为了给出一个近复结构,我们
只需在每个 𝑝 ∈ 𝑆6定义一个线性变换

𝐽𝑝 ∶ 𝑇𝑝𝑆6 → 𝑇𝑝𝑆6,

作为复数 i的数乘,满足 𝐽2𝑝 = −1.
我们列举一些八元数的性质. 八元数的乘法不满足交换律和结合律. 对

𝑢, 𝑣 ∈ 𝕆,我们有 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢. 并且,它们的欧氏内积由 2⟨𝑢, 𝑣⟩ = 𝑢𝑣 + 𝑣𝑢给出.
因此, 𝑢 ⟂ 𝑣 当且仅当 𝑢𝑣 = −𝑣𝑢. 当 𝑢, 𝑣 ∈ Im𝕆时,我们有 𝑢 = −𝑢,以及
𝑣 = −𝑣,故此时 𝑢 ⟂ 𝑣等价于 𝑢𝑣 = −𝑣𝑢.

对 𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑆6,我们就定义

𝐽𝑝(𝑣) = 𝑝𝑣.

我们需要验证这个构造满足要求. 首先,我们有

𝑝𝑣 = 𝑣𝑝 = (−𝑣)(−𝑝) = 𝑣𝑝 = −𝑝𝑣,

从而 𝑝𝑣 ∈ Im𝕆. 又
𝑝(𝑝𝑣) = −𝑝(𝑣𝑝) = −(𝑝𝑣)𝑝,

其中第二个等号是由于,三个八元数相乘时,若其中两个相等,则结合律成立.
从而, 𝑝𝑣 ⟂ 𝑝. 最后,

𝐽2𝑝𝑣 = 𝑝(𝑝𝑣) = (𝑝𝑝)𝑣 = −(𝑝𝑝)𝑣 = −|𝑝|2𝑣 = −𝑣.

因此, 𝐽2𝑝 = −1. ◻
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代数曲线的亏格
设 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)是复系数 𝑛次齐次多项式. 方程

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0

在射影平面 ℂP2中画出一条曲线,称为 𝑛次代数曲线 (algebraic curve).
我们假定这条代数曲线是光滑的,也就是说,它是一个紧一维复流形,即

紧 Riemann面. 当 𝑛 = 2时,我们得到的就是用来折磨高中生的圆锥曲线,它
对应的 Riemann面是球面. 当 𝑛 = 3时,我们得到的是三次曲线,又称为椭圆
曲线 (elliptic curve). 它的拓扑是圆环面,可以看作复平面 ℂ的商空间,复数
加法赋予了它一个群结构.

Riemann面的拓扑由其亏格 𝑔决定. 本节中,我们将导出 𝑔与 𝑛的关系.

定理 4.18. 光滑 𝑛次代数曲线的亏格是

𝑔 = 1
2(𝑛 − 1)(𝑛 − 2).

如果读者不熟悉代数几何或复几何,我们介绍一个事实: 对每个 𝑑 ∈ ℤ,
射影空间 ℂP𝑛 都有一个线丛 𝒪(𝑑),它的所有截面就是 ℂ𝑛+1 ⧵ {0}上所有的
𝑑次齐次复值函数. 当 𝑑 = −1时,我们就得到了自言线丛 𝒪(−1).

引理 4.19. 设 𝑋 ⊂ ℂP2是光滑 𝑛次代数曲线. 则法丛 𝑁同构于 𝒪(𝑛)|𝑋 .

证明 设 𝑋的方程是 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0. 将 𝑓看作 ℂ3 ⧵ {0}上的复值函数,则其微
分 𝑑𝑓是 𝑛 − 1次齐次 1-形式.
我们知道, ℂP2上的 1-形式对应着 ℂ3 ⧵ {0}上的 −1次齐次 1-形式. 这说

明 𝑑𝑓是 ℂP2上的向量丛
𝑇∗ℂP2 ⊗𝒪(𝑛)

的截面.
我们将法丛 𝑁 看成商丛 (𝑇ℂP2|𝑋)∕𝑇𝑋. 则余法丛 𝑁∨ (法丛的对偶)是

𝑇∗ℂP2|𝑋 的子丛,它由所有把 𝑋的切向量变成 0的线性函数构成. 而 𝑑𝑓就满
足这个条件. 因此, 𝑑𝑓是 𝑋上的线丛

𝐿 = 𝑁∨ ⊗𝒪(𝑛)|𝑋

的截面,且在 𝑋 上处处非零. 这说明 𝐿是平凡丛. 在等式两边与 𝒪(−𝑛)|𝑋 做
张量积,我们得到

𝒪(−𝑛)|𝑋 ≃ 𝑁∨,

也就是 𝑁 ≃ 𝒪(𝑛)|𝑋 . ◻
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定理 4.18的证明 设 𝑋 ⊂ ℂP2 是光滑 𝑛 次代数曲线. 由 (4.19), 其法丛是
𝒪(𝑛)|𝑋 . 因此,

𝑇ℂP2|𝑋 ≃ 𝑇𝑋 ⊕𝒪(𝑛)|𝑋 .

取全陈类,由 (4.13),有

𝑐(𝑇𝑋) = 𝑐(𝑇ℂP2|𝑋)
𝑐(𝒪(𝑛)|𝑋)

= (1 + 𝑥)3
1 + 𝑛𝑥

= (1 + 3𝑥)(1 − 𝑛𝑥)
= 1 + (3 − 𝑛)𝑥,

其中 𝑥是𝐻2(ℂP2)的生成元在𝐻2(𝑋)中的像. 我们有

⟨𝑥, [𝑋]⟩ = 𝑛,

这是因为,这个配对等于 𝑋与 𝑥的 Poincaré对偶 (即一条直线)的相交数. 最
后, Poincaré–Hopf定理告诉我们

2 − 2𝑔 = 𝜒(𝑋) = (3 − 𝑛)𝑛,

这蕴涵了计算 𝑔的式子. ◻

配边和示性数
下面,我们介绍一个深刻的结论,即 Понтрягин–Thom定理. 它将示性

类和流形的配边联系起来,从而,我们可以通过示性类,来判断一个流形是否
是某个带边流形的边界.

和之前一样,在本节中,流形默认是光滑、不带边的.

定义 4.20. 设𝑀是紧 𝑛维 (i)实, (ii)复, (iii)实流形. 设 𝐼 = (𝑖1, … , 𝑖𝑟)是一组
正整数,满足∑𝑘 𝑖𝑘 = (i, ii) 𝑛, (iii) 𝑛∕4. 则

i) 𝑀的第 𝐼个 Stiefel–Whitney数定义为模 2的整数

𝑤𝐼(𝑀) = ⟨𝑤𝑖1(𝑇𝑀)⋯𝑤𝑖𝑟(𝑇𝑀), [𝑀]⟩ (mod 2).

ii) 𝑀的第 𝐼个陈数定义为整数

𝑐𝐼(𝑀) = ⟨𝑐𝑖1(𝑇𝑀)⋯𝑐𝑖𝑟(𝑇𝑀), [𝑀]⟩.

iii) 𝑀的第 𝐼个Понтрягин数定义为整数

𝑝𝐼(𝑀) = ⟨𝑝𝑖1(𝑇𝑀)⋯𝑝𝑖𝑟(𝑇𝑀), [𝑀]⟩.
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定义 4.21. 设 𝑀,𝑁 是两个已定向的 𝑛 维实流形. 它们的一个配边 (cobor-
dism)是一个带边 𝑛 + 1维流形𝑊,满足

𝜕𝑊 = (−𝑀) ⊔ 𝑁,

其中 −𝑀表示𝑀的相反定向, ⊔表示不交并. 此时,我们说𝑀与 𝑁是可配边
(cobordant)的.

例如,一个流形与 ∅可配边,等价于它是某个带边流形的边界.

定理 4.22. 设实流形𝑀是某个带边流形的边界.则𝑀的所有 Stiefel–Whitney
数和所有 Понтрягин数 (如果能定义的话)都等于 0.

特别地,如果实流形𝑀,𝑁可配边,那么它们的所有示性数都相等.

证明 设𝑀 = 𝜕𝑊. 则
𝑇𝑊|𝑀 ≃ 𝑇𝑀 ⊕ ℝ,

其中 ℝ是秩为 1的平凡丛,它由 𝜕𝑊 上指向𝑊 外侧的向量场给出. 这说明
𝑇𝑊|𝑀 和 𝑇𝑀的所有示性类都相等.

考虑上同调的长正合列

⋯→ 𝐻𝑛(𝑊) 𝑖∗⟶𝐻𝑛(𝑀) 𝛿⟶𝐻𝑛+1(𝑊,𝑀) → ⋯,

其中 𝑛 = dim𝑀. 由上面的讨论, 𝐻𝑛(𝑊)的元素 𝑤𝑖1(𝑇𝑊)⋯𝑤𝑖𝑟(𝑇𝑊)被 𝑖∗映
到 𝑤𝑖1(𝑇𝑀)⋯𝑤𝑖𝑟(𝑇𝑀),它被 𝛿映到 0. 这说明

0 = ⟨𝛿(𝑤𝑖1(𝑇𝑀)⋯𝑤𝑖𝑟(𝑇𝑀)), [𝑊]⟩ ([𝑊] ∈ 𝐻𝑛+1(𝑊,𝑀))
= ⟨𝑤𝑖1(𝑇𝑀)⋯𝑤𝑖𝑟(𝑇𝑀), 𝜕[𝑊]⟩ (𝜕[𝑊] ∈ 𝐻𝑛(𝑀))
= ⟨𝑤𝑖1(𝑇𝑀)⋯𝑤𝑖𝑟(𝑇𝑀), [𝑀]⟩
= 𝑤𝐼(𝑀).

同样的讨论对 Понтрягин数也成立.
至于最后一个命题,只需注意到𝑀,𝑁可配边等价于 (−𝑀) ⊔𝑁是某个流

形的边界,而 −𝑀的示性数与𝑀相差一个符号,因为 [𝑀]反号了. ◻

这个定理的逆向是一个更深刻的结论,我们在这里就不证明了.

定理 4.23 (Понтрягин–Thom). 实流形𝑀是某个带边流形的边界,当且仅当
𝑀的所有 Stiefel–Whitney数都等于 0.

最后,我们再介绍一个有趣的应用.
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命题 4.24. 如果 4𝑛 维流形 𝑀 有一个反定向的自微分同胚, 那么它的所有
Понтрягин数都等于 0.

证明 我们已经知道,如果将定向反过来,那么示性数会反号. 因此,𝑀的所
有示性数都和它的相反数相等. ◻

借助这个简单的结论,我们可以找到一些 “不能内外翻转”的流形.

习题 4.25. 通过计算示性数,证明 ℂP2𝑛 没有反定向的自微分同胚,也不是另
一个流形的边界.

5 陈–Weil理论 (上)

从这一节开始,我们从一个全新的角度出发,来重新建造示性类的理论.
这个角度就是微分几何的观点. 我们将研究流形上的向量丛和主丛,并通过
它们的几何量,即曲率形式,来定义示性类. 这样定义出的示性类是一些闭微
分形式,其 de Rham上同调类就是我们之前研究的示性类. 这一套理论被称
为陈–Weil理论.

通过这种方式,我们能通过流形的几何量,来计算它的拓扑. 这种想法的
一个经典的形式是 Gauß–Bonnet公式: 对于二维可定向紧 Riemann流形
𝑀,我们有

∫
𝑀
𝐾 𝑑𝑆 = 2π𝜒(𝑀),

其中 𝐾 是 Gauß曲率, 𝑑𝑆是面积元. 我们可以把陈–Weil理论看作这个公式
的一般形式.

从本节开始,所有流形都默认是光滑、不带边的.

联络和曲率
定义 5.1. 设𝑀是流形. 𝑀上的一个光滑向量丛 (smooth vector bundle)是指
一个 (实或复)向量丛

𝐸 → 𝑀,

其转移映射都是 (从𝑀的开集出发的)光滑映射. 此时, 𝐸具有一个自然的光
滑结构.

在下面的讨论中,设 𝐸 → 𝑀是一个光滑 𝕂-向量丛,其中 𝕂 = ℝ,ℂ. 设𝑀
的维数为 𝑛, 𝐸的秩为𝑚. 我们用记号 Γ(𝐸)表示 𝐸的所有光滑截面的集合.
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向量丛 𝐸上的一个联络就是一个将 𝐸的每个纤维与它周围的纤维对齐
的方法. 如果我们知道如何对齐这些纤维,我们就可以对 𝐸的截面取方向导
数. 这解释了下面的定义.

定义 5.2. 𝐸上的一个联络 (connection)是一个映射

∇∶ Γ(𝑇𝑀) ⊗ Γ(𝐸) → Γ(𝐸),
(𝑋, 𝑠) ↦ ∇𝑋𝑠,

满足以下公理:

• ∇𝑋𝑠关于 𝑋是 𝐶∞(𝑀)-线性的,关于 𝑠是 𝕂-线性的.

• (Leibniz法则)如果 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀), 𝑠 ∈ Γ(𝐸), 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀,𝕂),那么

∇𝑋(𝑓𝑠) = (𝑋𝑓) 𝑠 + 𝑓 ∇𝑋𝑠.

换言之,作为 𝐸-取值的 1-形式 (即 𝑇∗𝑀 ⊗𝐸的截面),有

∇(𝑓𝑠) = (𝑑𝑓) 𝑠 + 𝑓 ∇𝑠.

如果 𝐸的纤维带有 (Euclid或 Hermite)度量,我们还可以要求:

• (Leibniz法则)如果 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀), 𝑠1, 𝑠2 ∈ Γ(𝐸),那么

𝑋 ⟨𝑠1, 𝑠2⟩ = ⟨∇𝑋𝑠1, 𝑠2⟩ + ⟨𝑠1, ∇𝑋𝑠2⟩.

此时, ∇称为一个度量联络 (metric connection).

在实际的计算中,上面的定义常常是不好用的. 我们将联络的局部信息
提取出来,成为一些微分形式,以便于直接计算截面的方向导数.

定义 5.3. 设开集 𝑈 ⊂ 𝑀上 𝐸平凡,即 𝐸|𝑈 ≃ 𝑈 × 𝕂𝑚. 设 𝑒1, … , 𝑒𝑚 是由 𝕂𝑚

的基给出的 𝐸|𝑈 的𝑚个截面. 设

∇𝑒𝑗 = 𝜔𝑖𝑗 𝑒𝑖,

其中 𝜔𝑖𝑗 ∈ Ω1(𝑈,𝕂). 这 𝑚2 个 1-形式称为联络 ∇的联络形式 (connection
form). 我们可以把 𝜔看作

Ω1(𝑈, End(𝐸)) = Γ(𝑇∗𝑈 ⊗ End(𝐸))

的截面,因为它是由𝑚2个 1-形式构成的矩阵,也就是一个取值为矩阵的 1-形
式.
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需要注意的是, 𝜔并不能定义出整个𝑀上的 1-形式,因为它不符合 1-形
式的坐标变换法则.

注 5.4. 为了直观地理解联络形式,我们把 End(𝐸)与 Lie代数 𝔤𝔩(𝐸)等同起
来. 对任意向量场 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀),局部截面

𝜔(𝑋) ∈ Γ(𝑈, 𝔤𝔩(𝐸))

给出了从某一点 𝑥 ∈ 𝑈出发,沿着 𝑋的方向走无穷小的距离时,得到 𝐸的纤
维的无穷小自同构,即 GL(𝐸𝑥)的一个无穷小元素. 这个自同构就是由联络所
指定的将相邻纤维等同起来的方法.

事实上,对于一般的 Lie群 𝐺,我们也可以谈论 𝐺-主丛上的联络,其联
络形式是取值于 Lie代数 𝔤的形式. 为了对用户友好,我们在行文中总是取
𝐺 = GL(𝑛),但一般的 Lie群的情况其实大同小异. ◃

现在,我们就可以在局部上计算出截面的方向导数了:

∇𝑋(𝑠𝑗𝑒𝑗) = 𝑋𝛼(𝜕𝛼𝑠𝑗) 𝑒𝑗 + 𝑠𝑗𝑋𝛼(𝜔𝑖𝑗 )𝛼 𝑒𝑖,

其中希腊字母表示流形方向的坐标, 罗马字母表示纤维方向的坐标. 记号
(𝜔𝑖𝑗 )𝛼 表示 1-形式 𝜔𝑖𝑗 的 𝛼-分量. 注意到, 𝜔描述了联络给出的方向导数和局
部坐标下的导数的差异.

定义 5.5. 联络 ∇的曲率形式 (curvature form)是𝑚2个 2-形式,定义为

Ω𝑖
𝑗 = 𝑑𝜔𝑖𝑗 + 𝜔𝑖𝑘 ∧ 𝜔𝑘𝑗 .

这个公式可以简写成

Ω = 𝑑𝜔 + 𝜔 ∧ 𝜔,

其中 Ω是 End(𝐸)取值的 2-形式,记号 𝜔 ∧ 𝜔的意思是把两个矩阵相乘,但矩
阵的元素都是 1-形式,这些元素相乘的方法是做外积.

由于记号约定不同,一些作者会把这个公式写成

Ω = 𝑑𝜔 − 𝜔 ∧ 𝜔.

出现这种现象的原因是,这些作者的上下标与我们相反,所以我们的 𝜔𝑖𝑘 ∧ 𝜔𝑘𝑗
相当于这些作者的 −𝜔𝑗𝑘 ∧ 𝜔𝑘𝑖 .
之所以将 Ω称为曲率形式,是因为对 𝑋,𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀),有

Ω(𝑋,𝑌) = 𝑅(𝑋, 𝑌) ∈ Γ(End(𝐸)), (5.5.1)
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其中 𝑅(𝑋, 𝑌) = ∇𝑋∇𝑌 − ∇𝑌∇𝑋 − ∇[𝑋,𝑌]是 Riemann曲率张量. 读者可以验
证这个公式.

实际上,这个公式还说明,虽然 Ω是局部定义的,但它是整个𝑀 上的一
个张量. 这个性质是联络形式所不具有的.

命题 5.6. Ω定义了整个𝑀上的一个 2-形式:

Ω ∈ Ω2(𝑀,End(𝐸)). ◻

曲率形式还有另一种诠释. 给定 𝐸上的一个联络,我们不仅能对 𝐸的截
面求方向导数,也能对 𝐸-取值的微分形式求方向导数:

定义 5.7. 设 𝑠 ∈ Γ(𝐸), 𝛼 ∈ Ω•(𝑀). 通过 Leibniz法则,我们定义

∇(𝑠 ⊗ 𝛼) = ∇𝑠 ∧ 𝛼 + 𝑠 ⊗ 𝑑𝛼.

这样就定义了 𝐸-取值的微分形式的方向导数.

于是,我们有一系列映射

Ω0(𝑀, 𝐸) ∇⟶Ω1(𝑀, 𝐸) ∇⟶Ω2(𝑀, 𝐸) ∇⟶⋯.

对于 𝑠 ∈ Γ(𝐸),我们有

∇2𝑠 = Ω𝑠 ∈ Ω2(𝑀, 𝐸). (5.7.1)

这个性质常常被简写为 Ω = ∇2. 请读者验证这个等式.
最后,我们有一个著名的关于曲率形式的等式,其验证留给读者.

命题 5.8 (Bianchi恒等式). 在局部上,我们有

𝑑Ω = [Ω, 𝜔],

其中 [Ω, 𝜔] = Ω ∧ 𝜔 − 𝜔 ∧ Ω. ◻

曲率不变量
下面,我们从一个联络的曲率 2-形式中提取出一些不变量,这些不变量

不依赖于联络的选取.

定义 5.9. 𝑛阶矩阵的不变多项式 (invariant polynomial)是指一个函数

𝑃∶ M𝑛×𝑛(ℂ) → ℂ,

它是 𝑛2个矩阵元的多项式,并满足对任意矩阵 𝐴和可逆矩阵 𝑇,有

𝑃(𝑇𝐴𝑇−1) = 𝑃(𝐴).
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习题 5.10. 设 𝑃是 𝑛阶矩阵的不变多项式. 则 𝑃一定是矩阵的 𝑛个特征值的
对称多项式,由此推出 𝑃一定具有

𝑃(𝐴) = 𝑝(tr𝐴, tr𝐴2, … , tr𝐴𝑛)

的形式,其中 𝑝是多项式. ◃

设 𝐸 → 𝑀是光滑复向量丛,带有联络 ∇. 一个不变多项式给出了向量丛
End(𝐸)的每个纤维到 ℂ的函数,因为其取值不依赖于基的选取,只依赖于线
性算子的特征值. 这个函数可以把 End(𝐸)-取值的微分形式变成普通的微分
形式.

设 𝑃是不变多项式. 我们将它作用在曲率 2-形式 Ω上,得到一个形式

𝑃(Ω) ∈ Ω2•(𝑀,ℂ).

我们将证明,这个微分形式是闭形式,且它给出的 de Rham上同调类不依赖
于联络的选取.

命题 5.11. 𝑃(Ω)是闭形式.

证明 将 𝑃写成 (5.10)的形式. 因为闭形式的外积仍然是闭形式,所以,我们
只需证明

𝑑 trΩ𝑘 = 0 (𝑘 = 0, 1, … ,𝑚).

而由 Bianchi恒等式 (5.8),由归纳法不难证明

𝑑Ω𝑘 = [Ω𝑘, 𝜔] (𝑘 = 0, 1, … ).

因此,
𝑑 trΩ𝑘 = tr𝑑Ω𝑘 = tr [Ω𝑘, 𝜔] = 0. ◻

命题 5.12. 上同调类 [𝑃(Ω)] ∈ 𝐻2•(𝑀;ℂ)不依赖于联络 ∇的选取.

证明 设 ∇0, ∇1是 𝐸上的两个联络. 考虑向量丛 𝐸 × ℝ →𝑀 × ℝ,带有联络

∇ = 𝑡∇̃1 + (1 − 𝑡)∇̃0,

其中 ∇̃𝑖 (𝑖 = 1, 2)是 𝐸 × ℝ上的联络,使得截面沿 𝐸 方向的导数由 ∇𝑖 给出,
沿 ℝ方向的导数由普通的导数给出. 换言之, ∇̃𝑖 是将 ∇𝑖 的联络 1-形式沿着
投影映射拉回,所定义的 𝐸 × ℝ上的联络.

记 𝑖0, 𝑖1 ∶ 𝑀 ↪ 𝑀 ×ℝ为含入映射,其 ℝ-分量分别为 0和 1. 记Ω0, Ω1分

别为 ∇0, ∇1的曲率形式. 则

[𝑃(Ω0)] = 𝑖∗0 [𝑃(Ω)] = 𝑖∗1 [𝑃(Ω)] = [𝑃(Ω1)],

因为 𝑖0, 𝑖1是同伦的映射. ◻
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这一系列结论表明,对每个不变多项式 𝑃,上同调类 [𝑃(Ω)]给出了复向
量丛的拓扑不变量. 事实上,这些不变量就是我们熟悉的陈类,以及陈类的多
项式. 在下面几个小节中,我们将导出这些不变量与陈类的对应关系.

定义 5.13. 设 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛为整数. 对 𝑛阶复矩阵 𝐴,我们记

𝜎𝑘(𝐴) = ∑
1≤𝑖1<…<𝑖𝑘≤𝑛

𝜆𝑖1 ⋯𝜆𝑖𝑘

为 𝐴的 𝑛个特征值的第 𝑘个初等对称多项式,它是一个不变多项式.

我们即将证明, 𝐸的陈类由下面的公式给出:

𝑐𝑘(𝐸) =
1

(2πi)𝑘 [𝜎𝑘(Ω)].

第一陈类
我们首先考虑最简单的情况,即线丛的第一陈类.

定理 5.14. 设 𝐸 → 𝑀是光滑复线丛,带有联络 ∇和曲率形式 Ω. 则

𝑐1(𝐸) =
1
2πi [Ω].

证明 设 𝐸的分类映射是
𝜑∶ 𝑀 → ℂP∞,

其中 ℂP∞是复线丛的分类空间. 由胞腔近似定理, 𝜑的像可以同伦到 ℂP∞的
一个有限维子 CW复形中. 因此,在同伦意义下,我们可以将 𝜑视为一个映射

𝜑∶ 𝑀 → ℂP𝑁 (𝑁 > 0).

在同伦意义下,我们还可以假定 𝜑是光滑映射 (例如利用磨光).
我们知道 𝐻2(ℂP𝑁 ;ℂ) ≃ ℂ ⋅ 𝑐1,其中 𝑐1 是自言线丛 𝒪(−1)的第一陈类.

因此,存在常数 𝛼 ∈ ℂ,使得
[Ω] = 𝛼 𝑐1,

其中 Ω是 𝒪(−1)的曲率形式.
我们有 𝐸 ≃ 𝜑∗𝒪(−1). 我们可以把 𝒪(−1)的联络 1-形式通过 𝜑拉回,得

到 𝐸上的联络,其曲率形式是 Ω𝐸 = 𝜑∗Ω. 从而

[Ω𝐸] = 𝛼 𝜑∗𝑐1 = 𝛼 𝑐1(𝐸).

最后,我们来确定常数 𝛼.
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我们改变记号: 设𝑀是二维可定向 Riemann流形, 𝐸 → 𝑀是𝑀的切丛.
则 𝐸可以自然地被看作一个复线丛,因为乘以 i的操作就是逆时针旋转 90∘.
在 𝐸 (作为实向量丛)上有一个自然的度量联络,即 Levi-Civita联络,我们记
作 ∇ℝ.

取 𝐸的局部截面 𝑒1,满足 |𝑒1| ≡ 1,并记 𝑒2 = i𝑒1. 以它们为局部坐标,则
𝜔11 = 0,因为对任何向量场 𝑋,有 ∇ℝ

𝑋𝑒1 ⟂ 𝑒1. 这说明

∇ℝ𝑒1 = 𝜔21 ⊗ 𝑒2 = i𝜔21 ⊗ 𝑒1.

我们定义 𝐸 (作为复向量丛)上的联络 ∇ℂ如下: 对任何截面 𝑠,定义

∇ℂ𝑠 = ∇ℝ𝑠 ∈ Ω1(𝑀, 𝐸).

则 ∇ℂ确实是联络,因为联络的本质就是把邻近的纤维对齐的方法,而 ∇ℝ保

持了纤维上的内积,从而也是 ℂ-线性的.
现在,我们有 ∇ℂ𝑒1 = i𝜔21 ⊗ 𝑒1. 因此, ∇ℂ的联络形式是

𝜔ℂ = i𝜔21 ,

这里我们省去了 𝜔ℂ的上下标 1. 从而, ∇ℂ的曲率形式是

Ωℂ = iΩ2
1.

为了确定 𝛼的值,我们取𝑀 = 𝑆2为标准的单位球面. 一方面,我们有

∫
𝑆2
Ωℂ = 𝛼 ⟨𝑐1(𝑇𝑀), [𝑀]⟩ = 𝛼 ⟨𝑒(𝑇𝑀), [𝑀]⟩ = 2𝛼,

而另一方面,由 (5.5.1),在开集 𝑈 ⊂ 𝑆2上的局部坐标中,有

∫
𝑈
Ωℂ = i∫

𝑈
Ω2
1 = i∫

𝑈
𝐾 𝑑𝑆 = i ⋅ (𝑈的面积),

其中 𝐾是 Gauß曲率, 𝑆是面积元. 因此,

2𝛼 = i ⋅ (𝑆2的面积) = 4πi,

从而 𝛼 = 2πi. ◻

现在,我们已经知道了 𝛼的值. 因此,在上面的证明最后,如果我们把 𝑆2
换成别的流形,就可以导出 Gauß–Bonnet公式.

推论 5.15 (Gauß–Bonnet公式). 设𝑀是二维可定向紧 Riemann流形. 则

∫
𝑀
𝐾 𝑑𝑆 = 2π𝜒(𝑀),

其中 𝐾是 Gauß曲率, 𝑑𝑆是面积元. ◻
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陈形式
定理 5.16. 设 𝐸 → 𝑀是光滑复向量丛,带有联络 ∇和曲率形式 Ω. 则

𝑐𝑘(𝐸) =
1

(2πi)𝑘 [𝜎𝑘(Ω)].

因此, 2𝑘-形式 (2πi)−𝑘𝜎𝑘(Ω)称为 𝐸的第 𝑘个陈形式.

证明 考虑𝑚阶矩阵的不变多项式 𝑃,定义为

𝑃(𝐴) =
𝑚
∑
𝑘=0

1
(2πi)𝑘 𝜎𝑘(𝐴) = det (𝐼 + 𝐴

2πi),

其中 𝐼表示单位矩阵. 这个不变多项式对应着向量丛的全陈类.
我们先考虑 𝐸 = 𝐿1⊕⋯⊕𝐿𝑚是若干线丛的直和的情况. 我们在每个 𝐿𝑖

上取联络 ∇𝑖,然后定义 𝐸上的联络 ∇ =⨁𝑖 ∇𝑖 . 换言之, ∇的联络 1-形式是

𝜔 = diag(𝜔1, … , 𝜔𝑚),

即由各 ∇𝑖 的联络形式构成的对角矩阵. 从而, ∇的曲率形式是

Ω = diag(Ω1, … ,Ω𝑚).

因此,

𝑃(Ω) = det [diag (1 + Ω1

2πi , … , 1 +
Ω𝑚

2πi )]

= 𝑃(Ω1)⋯𝑃(Ω𝑚)
= 𝑐(𝐿1)⋯ 𝑐(𝐿𝑚)
= 𝑐(𝐸),

其中第三个等号使用了 (5.14).
对于一般的情况,使用分裂原理不难完成证明. 当然,我们需要的是光滑

版本的分裂原理,但其证明与拓扑版本的分裂原理是完全相同的. ◻

在上面的证明中,我们也得到了计算全陈类的公式. 我们将这个公式和
计算陈特征的公式一并列出:

推论 5.17. 设 𝐸 → 𝑀是光滑复向量丛,带有联络 ∇和曲率形式 Ω. 则

𝑐(𝐸) = [det (𝐼 + Ω
2πi)] ∈ 𝐻2•(𝑀;ℂ),

ch(𝐸) = [tr eΩ∕2πi] ∈ 𝐻2•(𝑀;ℂ). ◻
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实向量丛的 Понтрягин类是通过陈类定义的. 因此,我们也能将 Пон-
трягин类用微分形式表示出来.

推论 5.18. 设 𝐸 → 𝑀是光滑实向量丛,带有联络 ∇和曲率形式 Ω. 则

𝑝𝑘(𝐸) =
1

(2π)2𝑘 [𝜎2𝑘(Ω)].

因此, 4𝑘-形式 (2π)−2𝑘𝜎2𝑘(Ω)称为 𝐸的第 𝑘个Понтрягин形式.

证明 证明中唯一不太显然的地方是: 𝐸上的联络可以自然地诱导 𝐸 ⊗ ℂ上
的联络,二者的联络形式相等,从而曲率形式也相等. ◻

陈–Gauß–Bonnet公式
利用上面的理论,我们可以证明 Gauß–Bonnet公式向高维流形的推广,

它把流形的 Euler数表示为曲率不变量的积分. 事实上, 奇数维紧流形的
Euler数总是 0,而对偶数维流形来说,切丛的 Euler类是最高阶 Понтрягин
类的平方根. 因此,我们只要描述清楚这个平方根,就能获得计算 Euler数的
公式.

定义 5.19. 设 𝑉是已定向的 𝑛维欧氏向量空间, 𝑒1, … , 𝑒𝑛 为一组与定向相符
的标准正交基. 线性映射

𝑇∶ ∧• 𝑉 → ℝ

定义如下: 𝑇(𝑒1 ∧⋯ ∧ 𝑒𝑛) = 1, 𝑇(∧<𝑛 𝑉) = 0. 映射 𝑇称为 Березин积分.3

定义 5.20. 沿用上面的记号,设 𝐴 ∈ ∧2 𝑉,可以看作一个反对称矩阵. 定义

exp∧𝐴 =
∞
∑
𝑘=0

𝐴∧𝑘
𝑘! ∈ ∧• 𝑉.

事实上,这个求和是有限和. 我们定义 𝐴的 Pfaff值 (Pfaffian)为

pf𝐴 = 𝑇(exp∧𝐴).

Pfaff值的重要性质是,它是行列式的平方根,同时也是矩阵元素的多项
式.

命题 5.21. 沿用上面的记号,将 𝐴看成反对称矩阵,我们有

(pf𝐴)2 = det𝐴.
3英文转录为 Berezin.
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证明 通过正交相似变换, 𝐴可以化为标准型,即分块对角矩阵

𝐴 = diag(𝐵1, … , 𝐵𝑘, 0, … , 0), 𝐵𝑖 = ( 0 𝑎𝑖
−𝑎𝑖 0 ).

我们记 𝐴 = 𝐴1 +⋯+ 𝐴𝑘,其中 𝐴𝑖 是将 𝐴中除了 𝐵𝑖 外的部分都清零得到的
矩阵. 则

𝐴𝑖 = 𝑎𝑖 (𝑒2𝑖−1 ⊗ 𝑒2𝑖 − 𝑒2𝑖 ⊗ 𝑒2𝑖−1) = 𝑎𝑖 (𝑒2𝑖−1 ∧ 𝑒2𝑖),

其中 𝑒𝑖 表示第 𝑖个基向量. 因此,若 𝑘 = 𝑛∕2,则

𝑇(exp∧𝐴) = 1
𝑘! 𝑇(𝐴

∧𝑘)

= 1
𝑘! 𝑇(𝑘! 𝐴1 ∧⋯ ∧ 𝐴𝑘)

= 𝑎1⋯𝑎𝑘 𝑇(𝑒1 ∧⋯ ∧ 𝑒𝑛)
= 𝑎1⋯𝑎𝑘.

而 det𝐴 = 𝑎21⋯𝑎2𝑘. 若 𝑘 < 𝑛∕2,则 𝑇(exp∧𝐴) = 0. ◻

有了 Pfaff值,我们可以对反对称矩阵的行列式开平方根. 对于度量联络
而言,曲率形式确实是反对称的:

命题 5.22. 设 𝐸 → 𝑀 是光滑实向量丛,具有 Euclid度量. 设 ∇是度量联络.
则曲率形式 Ω是取值于 𝔰𝔬(𝐸)的 2-形式,即在标准正交基下表示为反对称矩
阵: Ω𝑗

𝑖 = −Ω𝑖
𝑗 .

证明 事实上,在局部坐标系中,联络形式也是反对称的,即满足若 𝑒1, … , 𝑒𝑚
是 𝐸的局部截面,它们构成 𝐸的每个纤维的标准正交基,则以它们为局部坐
标,有 𝜔𝑗𝑖 = −𝜔𝑖𝑗 . 这是因为对任何向量场 𝑋,有

0 = 𝑋⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩ = ⟨∇𝑋𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩ + ⟨𝑒𝑖, ∇𝑋𝑒𝑗⟩ = 𝜔𝑗𝑖 (𝑋) + 𝜔𝑖𝑗 (𝑋). ◻

因此,我们可以对得到偶数维流形切丛的最高阶 Понтрягин类开平方,
得到 Euler类的表达式.

定理 5.23 (陈–Gauß–Bonnet公式). 设 𝐸 → 𝑀 是光滑实向量丛,其秩为 2𝑛.
则

𝑒(𝐸) = [(−12π )
𝑛
pf(Ω)] ∈ 𝐻2𝑛(𝑀).

特别地,如果𝑀是 2𝑛维紧可定向流形,那么

𝜒(𝑀) = (−12π )
𝑛
∫
𝑀
pf(Ω),

其中 Ω是切丛的曲率形式.
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证明 和 (5.14)的证明一样,我们只需要对足够大的 𝑁,证明有限维 Graß-
mann流形 𝐺2𝑛(ℝ𝑁)上的 “万有向量丛” 𝐸满足这一公式.4
此时, 𝑒(𝐸)2 = 𝑝𝑛(𝐸),且 pf(Ω)2 = det(Ω) = 𝜎2𝑛(Ω). 故必有

𝑒(𝐸) = 𝜀 [( 12π)
𝑛
pf(Ω)], 𝜀 = ±1.

下面,我们来确定 𝜀的值. 为此,我们只需考虑一个特例即可.
当 𝑛 = 1时,由我们的记号约定,局部上有 pf(Ω) = −Ω2

1. 而在 (5.14)的
证明中,我们知道对球面 𝑆2,有

[pf(Ω)] = “[−Ω2
1]” = −4π = −2π 𝑒(𝑇𝑆2).

这就说明 𝑛 = 1时, 𝜀 = −1.
对一般的 𝑛,我们考虑 𝑛个平面丛的直和 𝐸 = 𝐸1 ⊕⋯⊕𝐸𝑛. 则

[pf(Ω)] = [pf(Ω1)] ×⋯ × [pf(Ω𝑛)]
= (−2π)𝑛 𝑒(𝐸1) ×⋯ × 𝑒(𝐸𝑛)
= (−2π)𝑛 𝑒(𝐸),

其中记号的意义是明显的. 因此, 𝜀 = (−1)𝑛. ◻

6 陈–Weil理论 (下)

在上一节中,我们已经基本完成了陈–Weil理论的介绍. 这一节,我们介
绍陈–Weil理论的几个延伸和推广.

Thom形式和 Euler形式
在这一小节中, 我们打算把 Thom类也用曲率不变量表示出来. 因为

Euler类是 Thom类的拉回,所以,我们也能重新证明 Euler类的陈–Gauß–
Bonnet公式.

这一小节的内容也被称为Mathai–Quillen理论,原始文献是 [MQ86].

定义 6.1. 设 𝐸 → 𝑀是光滑向量丛. 𝐸上的一个微分形式称为垂直紧支 (with
compact vertical support)的,如果它在每个纤维上的限制都是紧支的. 记

Ω•
cv(𝐸) ⊂ Ω•(𝐸)

4事实上,这一步还用到了如下事实: 𝐺2𝑛(ℝ∞)有一个 CW结构,其每个 𝑘-骨架都包含于某个
子复形𝐺2𝑛(ℝ𝑁). 对这样的 CW结构的描述可参见 [GH78, p. 194ff.].
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为 𝐸的所有垂直紧支微分形式构成的微分分次代数. 这个微分分次代数定义
的 de Rham上同调称为垂直紧支上同调 (compact vertical cohomology),记
作𝐻•

cv(𝐸).
若 𝐸已定向,我们还有沿纤维积分 (integration along the fibre)的操作:

∫
𝐸∕𝑀

∶ Ω•
cv(𝐸) → Ω•−𝑛(𝑀),

其中 𝑛是 𝐸的秩,定义为

∫
𝐸∕𝑀

𝑓(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥𝛼1 ∧⋯ ∧ 𝑑𝑥𝛼𝑝 ∧ 𝑑𝑡𝑖1 ∧⋯ ∧ 𝑑𝑡𝑖𝑞

= {
(∫

ℝ𝑛
𝑓(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡1 ∧⋯ ∧ 𝑑𝑡𝑛) 𝑑𝑥𝛼1 ∧⋯ ∧ 𝑑𝑥𝛼𝑝 , 𝑞 = 𝑛,

0, 其它,

其中 𝑥是底空间方向的变量, 𝑡是纤维方向的变量,且要求 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑞.

我们有自然的同构

𝐻•
cv(𝐸) ≃ 𝐻̃•(Th(𝐸)).

直观地看,这是因为流形的紧支上同调同构于其一点紧化的约化上同调,故
垂直紧支上同调应该对应于给每个纤维增加一个公共的无穷远点. 我们略过
严格的证明.

有了这个同构,我们可以将 Thom类的定义用微分形式的语言重新写下
来.

定义 6.2. 设 𝐸 → 𝑀是已定向的光滑向量丛,其秩为 𝑛. 微分形式 𝑢 ∈ Ω𝑛
cv(𝐸)

称为一个 Thom形式,如果

• 𝑑𝑢 = 0.

• ∫𝐸∕𝑀 𝑢 = 1 ∈ Ω0(𝑀).

则 𝑢确定了𝐻𝑛
cv(𝐸)中的一个上同调类,即 Thom类.

相应地,若 𝑖 ∶ 𝑀 → 𝐸是通过零截面含入,那么闭形式

𝑒 = 𝑖∗𝑢 ∈ 𝐻𝑛(𝑀)

称为一个 Euler形式,其上同调类就是 Euler类.
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我们接下来的目标,就是把 Thom形式和 Euler形式用曲率不变量表示
出来.

首先,我们考虑一个最简单的情况,即𝑀 = {∗}. 此时 𝐸就是一个欧氏向
量空间 𝑉. 我们可以取

𝑢(𝑥) = 1
(2π)𝑛∕2 e

−|𝑥|2∕2 𝑑𝑥1 ∧⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑛 (𝑥 ∈ 𝑉).

则 𝑢满足定义 Thom形式的公式,但它不是紧支的. 我们先允许这个漏洞存
在,一会再来解决紧支的问题.

Mathai–Quillen 理论的一个独特见解, 就在于它把一些公式写成了
Березин积分的样子. 例如,

𝑑𝑥1 ∧⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑛 = (−1)𝑛(𝑛−1)∕2 𝑇(exp(𝑑𝑥)),

其中

𝑑𝑥 = 𝑒1 ⊗ 𝑑𝑥1 +⋯+ 𝑒𝑛 ⊗ 𝑑𝑥𝑛 ∈ Ω1(𝑉, ∧• 𝑉)

是 𝑉上的取值于平凡丛 𝑉 × ∧• 𝑉 → 𝑉的 1-形式. 对它作用 exp时,纤维方向
的向量 𝑒𝑖 在 ∧• 𝑉中相乘. Березин积分取出这个外代数中 𝑒1 ∧⋯ ∧ 𝑒𝑛 的部
分,并扔掉其它部分. 而底空间方向的微分形式 𝑑𝑥𝑖 随着它的伙伴 𝑒𝑖 一同被
取舍,当 𝑒1 ∧⋯ ∧ 𝑒𝑛 被留下来时,对应被留下来的形式就是 𝑑𝑥1 ∧⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑛.
至于系数 (−1)𝑛(𝑛−1)∕2,它来自于

𝑒1 𝑑𝑥1 ∧⋯ ∧ 𝑒𝑛 𝑑𝑥𝑛 = (−1)𝑛(𝑛−1)∕2 (𝑒1 ∧⋯ ∧ 𝑒𝑛) (𝑑𝑥1 ∧⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑛),

这是因为由定义,
Ω•(𝑉, ∧• 𝑉) = Ω•(𝑉) ⊗ (∧• 𝑉),

这是两个反交换分次代数的张量积, 它自身的乘法满足 Koszul符号法则
(Koszul sign rule): 若 𝑣, 𝑤 ∈ ∧• 𝑉, 𝛼, 𝛽 ∈ Ω•(𝑉),则

(𝑣 ⊗ 𝛼) (𝑤 ⊗ 𝛽) = (−1)|𝑤| |𝛼| (𝑣𝑤) ⊗ (𝛼𝛽).

上面的讨论总结为下面的命题.

命题 6.3. 沿用上面的记号,我们有

𝑢(𝑥) = i𝑛2

(2π)𝑛∕2 𝑇 (exp (−
|𝑥|2
2 − i𝑑𝑥)). ◻

这里,给 𝑑𝑥加上系数 −i并不是必要的,但这样可以方便和之后的结论
联系起来.

接下来,我们试着将这个方法推广到一般情形: 设 𝐸 → 𝑀是已定向的光
滑向量丛,秩为 𝑛. 我们取一个 Euclid度量,并取一个度量联络 ∇.
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引理 6.4. 设 𝛼 ∈ Ω•(𝑀, ∧• 𝐸). 则

𝑑𝑇(𝛼) = 𝑇(∇𝛼).

证明 我们把 Березин积分看作向量丛 ∧𝑛 𝐸∨的截面. 则 Leibniz法则表明

𝑑𝑇(𝛼) = 𝑇(∇𝛼) + (∇𝑇) 𝛼.

但 ∇𝑇 = 0,因为 ∇是度量联络,而 𝑇作为一个线丛的截面,对应着恒定的有
向体积. (读者可以试着严格化这个说法.) ◻

我们把之前的做法照搬过来. 设

𝐸 = 𝑝∗𝐸

是 𝐸 上的向量丛,其中 𝑝∶ 𝐸 → 𝑀 是投影. 则之前的 Ω•(𝑉, ∧• 𝑉)对应着现
在的 Ω•(𝐸, ∧• 𝐸).

向量丛 𝐸 有一个自言截面 (tautological section), 记为 𝑥, 它在每个点
𝑒 ∈ 𝐸处,在纤维 𝐸𝑒 上选出 𝑒对应的点. 这样,我们可以定义

|𝑥|2 ∈ 𝐶∞(𝐸).

将 𝐸的联络拉回到 𝐸上,可以得到 𝐸上的度量联络. 我们可以定义

∇𝑥 ∈ Ω1(𝐸, 𝐸) = Ω1(𝐸, ∧1 𝐸).

当𝑀 = {∗}时, ∇𝑥就是我们之前定义的 𝑑𝑥. 另外,我们记 Ω̃是 𝐸上的度量联
络的曲率形式,它可以看作 Ω2(𝐸, ∧2 𝐸)的元素 (5.22).

定义 6.5. 使用上面的记号,我们记

𝐴 = |𝑥|2
2 + i∇𝑥 + Ω̃ ∈ Ω•(𝐸, ∧• 𝐸).

我们下面的目标,就是证明 Thom形式由

𝑢 = i𝑛2

(2π)𝑛∕2 𝑇(e
−𝐴)

给出. 在此之前,我们先对 𝐴的各项做一些注记. 𝐴的前两项和之前的情况相
似,在作用 Березин积分之后,能给出纤维上的一个积分为 1的 𝑛-形式. 而最
后一项是曲率,它在𝑀 = {∗}的时候是看不出来的. 它存在的原因会在下面
的计算中显示出来.
这里,我们引入沿纤维方向的缩并操作

𝜄𝑥 ∶ Ω•(𝐸, ∧• 𝐸) → Ω•(𝐸, ∧•−1 𝐸),
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定义为

𝜄𝑥(𝛼 ⊗ (𝑠1 ∧⋯ ∧ 𝑠𝑗)) =
𝑗
∑
𝑘=1

(−1)|𝛼|+𝑘−1 ⟨𝑥, 𝑠𝑘⟩ 𝛼 ⊗ (𝑠1 ∧⋯ ∧ 𝑠𝑘 ∧⋯ ∧ 𝑠𝑗).

引理 6.6. 我们有

• (∇ + i 𝜄𝑥) 𝐴 = 0.

• (∇ + i 𝜄𝑥) e−𝐴 = 0.

这里, i 𝜄𝑥 是一个修正项,它在之后的计算中是没有作用的. 这个引理的
结论实际上是 “∇e−𝐴 ≈ 0”.

证明 先证明第一个等式,即

(∇ + i 𝜄𝑥) (
|𝑥|2
2 + i∇𝑥 + Ω̃) = 0.

我们计算它的每一项:

• 由 Leibniz法则, ∇(|𝑥|2∕2) = ⟨𝑥,∇𝑥⟩ = 𝜄𝑥∇𝑥.

• 由 (5.7.1), ∇(∇𝑥) = Ω̃𝑥 = −𝜄𝑥Ω̃.

• ∇Ω̃ = 0,因为对任何截面 𝑠,有 (∇Ω̃)𝑠 = ∇(Ω̃𝑠)−Ω̃(∇𝑠) = ∇3𝑠−∇3𝑠 = 0.

• 由于次数原因, 𝜄𝑥|𝑥|2 = 0.

故等式得证.
第二个等式可以从第一个等式推导出来,细节留给读者. ◻

推论 6.7. 𝑇(e−𝐴)是闭形式.

证明 我们有 𝑑𝑇(e−𝐴) = 𝑇(∇e−𝐴) = 0. 第二个等号是由引理,以及由于次数
原因, 𝑇 ∘ 𝜄𝑥 = 0. ◻

推论 6.8. 定义

𝑢 = i𝑛2

(2π)𝑛∕2 𝑇(e
−𝐴) ∈ Ω𝑛(𝐸).

则如果忽略紧支的问题,那么 𝑢是 Thom形式.

证明 这个形式限制在每个纤维上,就是我们之前讨论过的𝑀 = {∗}的情况,
从而它沿纤维积分的结果是 1. ◻

通过这个公式,我们可以重新证明陈–Gauß–Bonnet公式.
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推论 6.9 (陈–Gauß–Bonnet公式). 𝐸的一个 Euler形式是

𝑒 = 𝑖∗𝑢 = { (−12π )
𝑛∕2

pf(Ω), 𝑛偶数,
0, 𝑛奇数.

证明 只需证明第二个等号. 在 𝐸 的零截面上, 𝑥 = 0,且 Ω̃ = Ω. 因此,当 𝑛
为偶数时,由 Pfaff值的定义,

𝑖∗𝑢 = 1
(2π)𝑛∕2 𝑇(e

−Ω)

= 1
(2π)𝑛∕2 pf(−Ω)

= (−12π )
𝑛∕2

pf(Ω).

当 𝑛为奇数时,没有任何东西能被 Березин积分保留. ◻

最后,我们来解决紧支的问题. 这可以通过选取一个合适的从开球到 ℝ𝑛

的微分同胚来完成. 这个微分同胚是

𝑥 ↦ 𝑥
√1 − |𝑥|2

.

沿这个微分同胚将我们的 Thom形式拉回,就能得到一个垂直紧支的 Thom
形式.

超几何
接下来,我们打算把陈–Weil理论推广到超几何 (supergeometry)的情况,

也就是构造超向量丛上的超联络的曲率不变量.
超几何起源于物理学中对超对称的描述,术语中的 “超”字也来源于此.

超几何的观点是我们证明指标定理的基础.

定义 6.10. 一个超空间 (superspace)是一个有限维 ℤ2-分次的向量空间,它的
两个部分记作

𝑉 = 𝑉+ ⊕𝑉−.

定义 6.11. 一个超代数 (superalgebra)是一个有限维 ℤ2-分次的代数 𝐴. 如果
𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴是齐次元素,那么它们的交换子 (commutator)定义为

[𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏 − (−1)|𝑎| |𝑏| 𝑏𝑎.

这一定义可以双线性地延拓到整个 𝐴上. 如果所有 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴都满足

𝑎𝑏 = (−1)|𝑎| |𝑏| 𝑏𝑎,

就说 𝐴是交换 (commutative)的.
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例如,如果 𝑉是普通向量空间,那么 ∧• 𝑉就是一个交换的超代数. 又如,
如果 𝑉是超空间, dim𝑉 > 1,那么 End(𝑉)就是一个不交换的超代数.

定义 6.12. 流形𝑀上的超向量丛 (superbundle)是一个 ℤ2-分次的向量丛

𝐸 = 𝐸+ ⊕𝐸−.

定义 6.13. 设 𝑉是超空间, 𝑎 ∈ End(𝑉). 我们将 𝑎写成分块矩阵

𝑎 = (𝑎
++ 𝑎−+
𝑎+− 𝑎−−

).

则 𝑎的超迹 (supertrace)定义为

trs 𝑎 = tr 𝑎++ − tr 𝑎−−.

超迹的定义是为了满足下面的性质.

习题 6.14. 设 𝑉是超空间, 𝑎, 𝑏 ∈ End(𝑉). 则

trs [𝑎, 𝑏] = 0. ◃

下面,我们还可以定义超向量丛的行列式丛.

定义 6.15. 设 𝐸 → 𝑀是超向量丛. 它的行列式丛 (determinant bundle)是

det(𝐸) = (∧𝑛+ 𝐸+)∨ ⊗ (∧𝑛− 𝐸−),

其中 𝑛+, 𝑛−分别是 𝐸+, 𝐸−的秩.

例如,若𝑀是流形,则 det(𝑇𝑀) = ∧𝑛 𝑇∗𝑀是最高阶微分形式的线丛.

超联络
超联络的概念由 Quillen [Qui85]首先提出,它是联络的概念向超几何的

推广.

定义 6.16. 设 𝐸1, 𝐸2 → 𝑀 是两个光滑向量丛. 一个微分算子 (differential
operator)

𝐷∶ Γ(𝐸1) → Γ(𝐸2)

是在局部坐标系下,具有如下表达式的算子:

𝐷(𝑠𝑖𝑒(1)𝑖 ) = ∑
𝛼,𝑖,𝑗

𝑎𝑗𝛼𝑖 (𝜕𝛼𝑠𝑖) 𝑒(2)𝑗 ,

其中,我们对𝑀上的所有多重指标 𝛼求和;每个 𝑎𝑗𝛼𝑖 是𝑀上的光滑函数,它
们中只有有限个非零; 𝑒(𝑘)𝑖 (𝑥)是 𝐸𝑘 的截面,它们在每个纤维上构成一组基.
使 𝑎𝑗𝛼𝑖 非零的 |𝛼|的最大值称为 𝐷的次数 (order).
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例如, Laplace算子

Δ = −
𝑛
∑
𝑖=1

( 𝜕
𝜕𝑥𝑖 )

2
∶ 𝐶∞(ℝ𝑛) → 𝐶∞(ℝ𝑛)

是一个二阶微分算子,这里 𝐸1, 𝐸2都取成 ℝ𝑛上的平凡线丛.
在定义超联络之前,我们引入一个记号,设 𝐸 → 𝑀是超向量丛. 我们记

Ω+(𝑀, 𝐸) = Ω2•(𝑀, 𝐸+) ⊕ Ω2•+1(𝑀, 𝐸−),
Ω−(𝑀, 𝐸) = Ω2•+1(𝑀, 𝐸+) ⊕ Ω2•(𝑀, 𝐸−).

定义 6.17. 设 𝐸 → 𝑀 是超向量丛. 𝐸 上的一个超联络 (superconnection)是
一个算子

∇∶ Ω•(𝑀, 𝐸) → Ω•(𝑀, 𝐸),

满足下列条件:

• ∇是奇算子,即它把子空间 Ω+映到 Ω−,把 Ω−映到 Ω+.

• ∇是一阶微分算子.
• ∇满足 Leibniz法则: 对 𝛼 ∈ Ω•(𝑀), 𝜔 ∈ Ω•(𝑀, 𝐸),有

∇(𝛼 ∧ 𝜔) = 𝑑𝛼 ∧ 𝜔 + (−1)|𝛼|𝛼 ∧ ∇𝜔.

如果 𝐸是普通向量丛,那么,容易看出普通的联络也满足这三个条件. 因
此,超联络是普通联络的推广.
另外,第三个条件说明,一个超联络 ∇由它在 Ω0(𝑀, 𝐸) = Γ(𝐸)上的取

值确定. 我们记
∇ = ∇(0) + ∇(1) +⋯,

其中 ∇(𝑘)将 Ω0(𝑀, 𝐸)映到 Ω𝑘(𝑀, 𝐸). 我们注意到以下事实.

注 6.18. 沿用上面的记号,则

• 算子
∇(1) ∶ Ω•(𝑀, 𝐸±) → Ω•+1(𝑀, 𝐸±)

实际上是向量丛 𝐸+, 𝐸−上的两个普通联络.
• 每个算子 ∇(𝑘)都是一个超联络. 在局部上,它可以由联络形式

𝜔(𝑘) ∈ Ω𝑘(𝑀,End(𝐸))

描述. ◃
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和往常一样,对于超联络 ∇而言,算子 ∇2具有很好的张量性质. 我们将
它定义为曲率.

定义 6.19. 设 ∇是超向量丛 𝐸 → 𝑀上的超联络. 它的曲率定义为算子

∇2 ∶ Ω•(𝑀, 𝐸) → Ω•(𝑀, 𝐸).

命题 6.20. 设 ∇是超向量丛 𝐸 → 𝑀上的超联络. 则存在一个曲率形式

Ω ∈ Ω2•(𝑀,End(𝐸)),

使得曲率算子 ∇2由它的作用给出. 这里, Ω的作用定义为

Ω(𝑠 ⊗ 𝛼) = Ω𝑠 ∧ 𝛼,

其中 𝑠 ∈ Γ(𝐸), 𝛼 ∈ Ω•(𝑀).

证明 设 𝑠 ∈ Γ(𝐸), 𝛼 ∈ Ω•(𝑀). 则

∇2(𝑠 ⊗ 𝛼) = ∇(∇𝑠 ∧ 𝛼 + 𝑠 ⊗ 𝑑𝛼)
= ∇2𝑠 ∧ 𝛼 − ∇𝑠 ∧ 𝑑𝛼 + ∇𝑠 ∧ 𝑑𝛼 + 𝑠 ⊗ 𝑑2𝛼
= ∇2𝑠 ∧ 𝛼.

因此, 只需证明存在 Ω, 使得 Ω𝑠 = ∇2𝑠. 这等价于 ∇2 作用在 Γ(𝐸)上时是
𝐶∞(𝑀)-线性的. 设 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀). 我们有

∇2(𝑓𝑠) = ∇(𝑠 ⊗ 𝑑𝑓 + 𝑓∇𝑠)
= ∇𝑠 ∧ 𝑑𝑓 + 𝑠 ⊗ 𝑑2𝑓 + 𝑑𝑓 ∧ ∇𝑠 + 𝑓∇2𝑠
= 𝑓 ∇2𝑠. ◻

超几何的陈–Weil理论
下面,我们简述如何通过超联络的曲率形式,得到超向量丛的示性类.
在这一小节中,设 𝐸 → 𝑀 是光滑超向量丛,其秩为 𝑛 = 𝑛+ + 𝑛−. 设 ∇

是 𝐸上的超联络,其曲率形式为 Ω.

命题 6.21. 对每个 𝑘,微分形式
trsΩ𝑘

是闭形式,且它决定的上同调类和超联络 ∇的选取无关. 从而,对任何 𝑁 > 0
和 𝑁元多项式 𝑝,闭形式

𝑝(trsΩ, trsΩ2, … , trsΩ𝑁)

都决定了 𝐸的一个拓扑不变量.



6 陈–Weil理论 (下) 63

证明 证明和 §5中相同,我们不再重复. ◻

回忆 (5.17)给出的公式. 在超几何的情况下,全陈类没有合适的类比,但
计算陈特征的公式可以直接搬过来.

定义 6.22. 𝐸的陈特征定义为

ch(𝐸) = [trs eΩ∕2πi] ∈ 𝐻2•(𝑀;ℂ).

陈特征不依赖于超联络的选取. 我们可以在 𝐸+ 和 𝐸− 上分别选取普通
的联络,从而得到 𝐸上的普通联络,它也是一个超联络. 从而由超迹的定义,

ch(𝐸) = ch(𝐸+) − ch(𝐸−),

这里等号右边的 ch表示普通意义下的陈特征. 作为推论,超几何的陈特征也
满足加性和乘性:

ch(𝐸1 ⊕𝐸2) = ch(𝐸1) + ch(𝐸2),
ch(𝐸1 ⊗𝐸2) = ch(𝐸1) ch(𝐸2).

指标定理前瞻
从现在开始,我们的目标就是证明著名的 Atiyah–Singer指标定理. 在这

一小节中,我们介绍定理的内容,以及几个著名的推论.
首先,我们给出定理的大致叙述,读者不必深究其中的细节.

定理 (Atiyah–Singer,大致版本). 设𝑀是偶数维紧可定向流形, 𝐸 → 𝑀是复
超向量丛. 设 𝐷∶ Γ(𝐸) → Γ(𝐸)是一个自伴随 Dirac微分算子. 则

ind(𝐷) = ∫
𝑀
(一些示性类),

其中

ind(𝐷) = dimker𝐷+ − dim coker𝐷+

称为 𝐷的指标 (index),其中 𝐷+ = 𝐷|𝐸+ .

下面的三个结论都可以看作指标定理的推论.

定理 (陈–Gauß–Bonnet). 设𝑀是 2𝑛维紧可定向流形,那么

𝜒(𝑀) = (−12π )
𝑛
∫
𝑀
pf(Ω),

其中 Ω是切丛的曲率形式.
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定理 (Hirzebruch–Riemann–Roch). 设 𝑀 是紧复流形, 𝐸 → 𝑀 是全纯向量
丛. 则

𝜒(𝑀, 𝐸) = ∫
𝑀
ch(𝐸) td(𝑀),

其中 𝜒(𝑀, 𝐸)是 𝜕-链复形的 Euler数, td是后面将引入的 Todd类.

定理 (Hirzebruch符号差定理). 设𝑀是 4𝑛维流形,则在 𝐻2𝑛(𝑀)上,杯积给
出了一个对称双线性型. 设 𝜎(𝑀)是这个双线性型的符号差 (signature),即正
特征值的个数减去负特征值的个数. 则

𝜎(𝑀) = 1
(πi)𝑛∕2 ∫𝑀

det1∕2 Ω∕2
tanh(Ω∕2) ,

其中右边的含义是一个形式幂级数.

指标定理把等号左边的拓扑量和等号右边的几何量联系起来. 这种联系
是通过一个超向量丛上的热核 𝑘𝑡(−,−)来建立的. 我们将说明,热核的超迹
不依赖于时间 𝑡,而分别令 𝑡 → 0和 𝑡 → +∞,就能分别得到示性类的积分和
算子的指标. 这一过程将在接下来的几节中完成.

7 热核

广义 Laplace算子
我们回忆, 若 𝐸1, 𝐸2 → 𝑀 是两个光滑向量丛, 则一个 𝑘 阶微分算子

𝐷∶ Γ(𝐸1) → Γ(𝐸2)局部上具有如下形式:

𝐷(𝑠𝑖𝑒(1)𝑖 ) = ∑
|𝛼|≤𝑘

𝑎𝑗𝛼𝑖 (𝜕𝛼𝑠𝑖) 𝑒(2)𝑗 .

定义 7.1. 设 𝐷∶ Γ(𝐸1) → Γ(𝐸2)是 𝑘阶微分算子. 它的符号 (symbol)定义为
向量丛的映射

𝜎𝐷 ∶ Sym𝑘(𝑇∗𝑀)⊗ 𝐸1 → 𝐸2,

𝑒𝛼 ⊗ 𝑒(1)𝑖 ↦ 𝑎𝑗𝛼𝑖 𝑒(2)𝑗 .

换言之, 𝜎𝐷 的分量由 (𝜎𝐷)𝑗𝛼𝑖 = 𝑎𝑗𝛼𝑖 给出.

例如, ℝ𝑛上的 Laplace算子 Δ = −∑𝑖(𝜕∕𝜕𝑥𝑖)2的符号

𝜎∆ ∶ Sym2(ℝ𝑛) → ℝ

就是 Euclid内积的相反数.
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定义 7.2. 微分算子 𝐷∶ Γ(𝐸) → Γ(𝐸) 称为椭圆 (elliptic) 的, 如果对任意
𝑥 ∈ 𝑀以及 0 ≠ 𝑣 ∈ 𝑇∗𝑥𝑀,映射

𝜎𝐷(𝑣, … , 𝑣)∶ 𝐸𝑥 → 𝐸𝑥

都是向量空间的自同构.

例如, ℝ𝑛 上的 Laplace算子 Δ就是椭圆微分算子,因为 ℝ𝑛 中非零向量

和自身的内积不会等于 0.

定义 7.3. 设 𝑀 是 Riemann 流形, 𝐸 → 𝑀 是光滑向量丛. 微分算子
𝐻∶ Γ(𝐸) → Γ(𝐸)称为一个广义 Laplace算子 (generalised Laplacian),如果

• 𝐻是二阶算子.

• 对任意 𝑥 ∈ 𝑀以及 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑇∗𝑥𝑀,映射

𝜎𝐻(𝑣, 𝑤)∶ 𝐸𝑥 → 𝐸𝑥

等于和 −⟨𝑣,𝑤⟩的数乘.

等价地说,广义 Laplace算子在局部坐标系下表示为如下形式:

𝐻 = −𝑔𝑖𝑗 𝜕𝑖 𝜕𝑗 + (一阶微分算子),

其中 𝑔𝑖𝑗 是 Riemann度量.

例 7.4. 设𝑀 是 Riemann流形, 𝐸 → 𝑀 是光滑向量丛. 给定 𝐸 上的联络 ∇,
我们就能定义对应的 Laplace算子 Δ,也叫做 Laplace–Beltrami算子. 它在
局部坐标系中定义为

Δ𝑠 = −𝑔𝑖𝑗 (∇𝑖∇𝑗 𝑠 − Γ𝑘𝑖𝑗∇𝑘 𝑠),

其中 ∇𝑖 是沿坐标向量场 𝑒𝑖 的方向导数. 则每个联络 ∇给出的 Laplace算子
都是广义 Laplace算子. ◃

命题 7.5. 如果𝐻是 𝐸上的广义 Laplace算子,那么存在 𝐸上的联络 ∇,使得

𝐻 = Δ + 𝑓,

其中 Δ是联络 ∇的 Laplace算子, 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀).

这一结论的证明见 [BGV92,命题 2.5].
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ℝ𝑛中的热核
在这一小节中,我们回忆 ℝ𝑛中热方程的解法.
热方程 (heat equation)是偏微分方程中的一类基础的方程,其初值问题

叙述如下: 给定 ℝ𝑛上的函数 𝑓,求一个函数

𝑢(𝑥, 𝑡) (𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝑡 ∈ ℝ≥0),

满足

{ 𝜕𝑡𝑢 = −Δ𝑥𝑢,
𝑢|𝑡=0 = 𝑓,

其中 Δ𝑥 表示 ℝ𝑛 方向的 Laplace算子. 热方程可以看作是描述了 ℝ𝑛 中温度

𝑢随着时间 𝑡的演化过程.

定义 7.6. ℝ𝑛的热核 (heat kernel)是函数

𝑘𝑡(𝑥, 𝑦) =
1

(4π𝑡)𝑛∕2 e
−|𝑥−𝑦|2∕4𝑡 (𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛, 𝑡 > 0).

热核 𝑘𝑡(𝑥, 𝑦)满足以下性质:

{ (𝜕𝑡 + Δ𝑥) 𝑘𝑡(𝑥, 𝑦) = 0,
𝑘𝑡(𝑥, 𝑦)|𝑡=0 = 𝛿(𝑥, 𝑦),

其中 𝛿(𝑥, 𝑦)是 𝛿函数. 因此,为了解出热方程的初值问题,只需令

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∫
ℝ𝑛

𝑘𝑡(𝑥, 𝑦) 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦,

就能满足

{ (𝜕𝑡 + Δ𝑥) 𝑢 = 0,
𝑢|𝑡=0 = ∫ℝ𝑛 𝛿(𝑥, 𝑦) 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥).

当然,这里的推导不是完全严格的,我们在此忽略有关的细节.
我们把由上面的卷积给出的 𝑢(𝑥, 𝑡)记作

𝑢 = 𝐾𝑡(𝑓) = e−𝑡∆𝑓,

其中 e−𝑡∆是形式的记号,在计算中能给人以直观.
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广义 Laplace算子的热核
下面,设𝑀是紧 Riemann流形, 𝐸 → 𝑀是光滑向量丛.
我们回忆,在分析学中, ℝ上的一个分布 (distribution)是指一个连续线

性泛函

𝜑∶ 𝐶∞c (ℝ) → ℝ,

其中左边是 ℝ上紧支光滑函数的空间,带有 𝐶∞拓扑,也就是说,一列函数的
收敛性等价于它们的支集包含于一个公共的紧集,并且对每个 𝑛,它们的 𝑛
阶导数在这个紧集上一致收敛.

例如, 任何一个连续函数 𝑔∶ ℝ → ℝ都可以看作 ℝ上的分布: 对 𝑓 ∈
𝐶∞c (ℝ),定义

𝑔(𝑓) = ∫
ℝ
𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

再例如, 𝛿函数
𝛿(𝑓) = 𝑓(0)

也是分布,它可以看作在 0处取值 +∞,在别处取值 0,但总积分为 1的函数.
分布的概念可以推广到向量丛的截面. 因为我们假设了𝑀是紧流形,所

以我们不再需要担心紧支的问题.

定义 7.7. 在本节开头的假设下, 𝐸的分布截面 (distributional section)的集合
定义为

Γdist(𝐸) = Γ(𝐸∨)∨,

其中 Γ(𝐸∨)带有 𝐶∞拓扑, Γ(𝐸∨)∨是它的连续对偶空间.

注 7.8. 这个定义带来了一个问题: 我们可以把普通的截面看成分布截面,但
这个过程其实依赖于𝑀的度量: 若 𝑠是普通截面, 𝑓 ∈ Γ(𝐸∨),我们需要定义

𝑠(𝑓) = ∫
𝑀
⟨𝑓, 𝑠⟩ vol,

其中 vol是𝑀的体积形式,但这个表达式的值依赖于 vol的选取.
为了做到和度量无关,我们可以将 Γdist(𝐸)定义为

Γ(𝐸∨ ⊗ (∧𝑛 𝑇∗𝑀))∨,

其中 𝑛 = dim𝑀. 因为 ∧𝑛 𝑇∗𝑀 是平凡线丛,所以这和之前的定义是同构的,
但同构的选取和度量有关. 为了简洁性,我们不采用这种做法. ◃
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ℝ𝑛 中的热方程可以以 ℝ𝑛 上的一个分布为初值. 事实上,允许以分布作
为初值是有好处的,因为热核实际上就是以 𝛿函数为初值的热方程的解. 通
过同样的方法,我们可以定义广义 Laplace算子的热核.

定义 7.9. 设 𝐸1, 𝐸2 →𝑀是两个光滑向量丛. 设

𝐾∶ Γdist(𝐸1) → Γ(𝐸2)

是一个连续线性映射. 那么, 𝐾的核 (kernel)是指一个截面

𝑘 ∈ Γ(𝑀 ×𝑀, Hom(𝑝∗2𝐸1, 𝑝∗1𝐸2)),

其中 𝑝1, 𝑝2 ∶ 𝑀 ×𝑀 → 𝑀是投影,满足对任意的 𝑠 ∈ Γdist(𝐸1),都有

(𝐾𝑠)(𝑥) = ∫
𝑀
𝑘(𝑥, 𝑦) 𝑠(𝑦) 𝑑𝑦, (7.9.1)

其中右边的含义是配对 ⟨𝑠, 𝑘(𝑥, −)⟩,这里 𝑘(𝑥, −) ∈ Γ(𝐸∨1 ) ⊗ (𝐸2)𝑥.

核的存在性是分布理论的一个重要的结论.

定理 7.10 (Schwartz核定理). 沿用上面的记号,我们有向量空间的同构

𝐿(Γdist(𝐸1), Γ(𝐸2)) ≃ Γ(𝑀 ×𝑀, Hom(𝑝∗2𝐸1, 𝑝∗1𝐸2)),
𝐾 ↔ 𝑘,

其中 𝐿表示连续线性映射的空间.

对于广义 Laplace算子的热方程而言,定理说明热方程的解的存在性等
价于热核的存在性,但它们的存在性需要我们稍后证明.

定义 7.11. 设 𝐻∶ Γ(𝐸) → Γ(𝐸)是广义 Laplace算子. 它的热核 (heat kernel)
是一族截面

𝑘𝑡 ∈ Γ(𝑀 ×𝑀, Hom(𝑝∗2𝐸, 𝑝∗1𝐸)) (𝑡 > 0),

关于 𝑡有一阶导数,并满足

{ (𝜕𝑡 +𝐻𝑥) 𝑘𝑡(𝑥, 𝑦) = 0,
𝑘𝑡(𝑥, 𝑦)|𝑡=0 = 𝛿(𝑥, 𝑦).

这里,第二个式子的严格意义是,对任意 𝑠 ∈ Γ(𝐸),有一致收敛性

lim
𝑡→0

𝐾𝑡(𝑠) = 𝑠,

这里 𝐾𝑡 由 (7.9.1)给出.

热核的存在性将在后面证明,但我们先叙述这一结论.

定理 7.12. 每个广义 Laplace算子都有热核.
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渐进展开
我们先假定热核的存在性,然后研究它在 𝑡 → 0时的渐进行为. 我们将

从中得到关于曲率的信息,并在以后把它和示性类联系起来.
和前面一样, 我们设 𝑀 是紧 Riemann 流形, 𝐸 → 𝑀 是光滑向量丛,

𝐻∶ Γ(𝐸) → Γ(𝐸)是一个广义 Laplace算子.
我们固定 𝑦 ∈ 𝑀,然后取法坐标系

𝑥 = exp𝑦 𝑋.

我们记

𝑞𝑡(𝑥, 𝑦) =
1

(4π𝑡)𝑛∕2 e
−|𝑋|2∕4𝑡,

并将𝐻的热核 𝑘𝑡 与它进行比较. 我们希望得到形如

𝑘𝑡 = 𝑞𝑡 ⋅
∞
∑
𝑖=0

𝑡𝑖 Φ𝑖

的表达式,其中 Φ𝑖 ∈ Γ(𝑀 ×𝑀, Hom(𝑝∗2𝐸, 𝑝∗1𝐸)). 我们试着算出这些 Φ𝑖 .
我们考虑 𝐸上由 (7.5)给出的联络 ∇.

引理 7.13. 设 𝑠𝑡 ∈ Γ(𝐸) (𝑡 > 0)是一族截面,关于 𝑡有一阶导数. 则

(𝜕𝑡 +𝐻)(𝑞𝑡𝑠𝑡) = 𝑞𝑡 (𝜕𝑡 + 𝑡−1∇𝑅 + 𝐵) 𝑠𝑡,

其中 𝑅 = 𝑋𝑖𝑒𝑖 是径向向量场,微分算子 𝐵 = √𝑔1∕2 ∘ 𝐻 ∘ √𝑔−1∕2,其中 √𝑔是
√det (𝑔𝑖𝑗)的缩写.

证明 我们按 Leibniz法则展开式子左边:

左边 = (𝜕𝑡𝑞𝑡) 𝑠𝑡 + 𝑞𝑡 (𝜕𝑡𝑠𝑡) + (Δ𝑞𝑡) 𝑠𝑡 + 𝑞𝑡 (𝐻𝑠𝑡) − 2⟨∇𝑞𝑡, ∇𝑠𝑡⟩,

其中 Δ是𝑀上的 Laplace算子. 而由热核 𝑞𝑡 的性质,以及法坐标系中计算协
变导数和 Laplace算子的公式,我们有

−2∇𝑞𝑡 = 𝑞𝑡 (𝑡−1 𝑅 + 𝑑 log√𝑔),
(𝜕𝑡 + Δ) 𝑞𝑡 = √𝑔1∕2 (Δ√𝑔−1∕2) 𝑞𝑡,

故只需证

𝐵 = 𝐻 + ∇𝑑 log√𝑔 +√𝑔1∕2 (Δ√𝑔−1∕2),

直接计算即可验证这一等式. ◻
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定义 7.14. 如果给定一族截面

Φ𝑖 ∈ Γ(𝑀 ×𝑀, Hom(𝑝∗2𝐸, 𝑝∗1𝐸)) (𝑖 = 0, 1, … ),

使得对每个 𝑦 ∈ 𝑀,都有

⎧
⎨
⎩

Φ0(𝑦, 𝑦) = 𝐼 ∈ End(𝐸𝑦), (7.14.1)

(𝜕𝑡 + 𝑡−1∇𝑅 + 𝐵)
∞
∑
𝑖=0

𝑡𝑖 Φ𝑖(−, 𝑦) = 0, (7.14.2)

那么形式幂级数

𝑘𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑞𝑡(𝑥, 𝑦) ⋅
∞
∑
𝑖=0

𝑡𝑖 Φ𝑖(𝑥, 𝑦)

称为热方程的一个形式解 (formal solution).

在引理中取 𝑠𝑡 = ∑𝑖 𝑡𝑖 Φ𝑖(𝑥, 𝑦) 𝑣,其中 𝑣 ∈ 𝐸𝑦,我们看出,如果定义中给
出的 𝑘𝑡 确实是热核,那么 (7.14.2)一定成立. 事实上,这个定义描述了热核 𝑘𝑡
在对角线𝑀 ⊂ 𝑀 ×𝑀附近的渐进展开.

定理 7.15. 存在唯一的形式解. 并且, Φ𝑖 满足递归公式

Φ𝑖(𝑥, 𝑦) = −∫
1

0
𝑠𝑖−1𝐵𝑥 Φ𝑖−1(𝑥𝑠, 𝑦) 𝑑𝑠,

其中 𝐵𝑥 表示 𝐵作用于 𝑥分量, 𝑥𝑠 = exp𝑦(𝑠𝑋).

证明 实际上, (7.14.2)等价于

{ ∇𝑅 Φ0 = 0,
(∇𝑅 + 𝑖)Φ𝑖 = −𝐵𝑥 Φ𝑖−1.

第一个式子说明, Φ0(𝑥, 𝑦)∶ 𝐸𝑦 → 𝐸𝑥 一定是沿径向的平行移动. 为了从第二
个式子导出递归公式,考虑

𝜑𝑖(𝑠) = 𝑠𝑖 Φ𝑖(𝑥𝑠, 𝑦).

则 𝜑𝑖(0) = 0,且

𝜑′𝑖 (𝑠) = (𝑖𝑠𝑖−1 + 𝑠𝑖∇𝑅∕𝑠) Φ𝑖(𝑥𝑠, 𝑦) = −𝑠𝑖−1𝐵𝑥 Φ𝑖−1(𝑥𝑠, 𝑦). ◻
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例 7.16. 设𝐻 = Δ是联络给出的 Laplace算子. 由递归公式,

Φ1(𝑦, 𝑦) = −𝐵𝑥 Φ0(𝑥, 𝑦)|𝑥=𝑦
= −Δ(√𝑔−1∕2 Φ0(𝑥, 𝑦))||𝑥=𝑦 (因√𝑔||𝑥=𝑦 = 1)

= −(Δ√𝑔−1∕2)Φ0(𝑦, 𝑦) − √𝑔−1∕2�����ΔΦ0(𝑥, 𝑦)|𝑥=𝑦
+ 2⟨∇√𝑔−1∕2,�����∇Φ0(𝑥, 𝑦)⟩||𝑥=𝑦

= 1
3𝑅 ⋅ id,

其中 𝑅是𝑀 的标量曲率,被划掉的部分等于 0,因为对任何 𝑣 ∈ 𝐸𝑦,向量场
Φ0(𝑥, 𝑦) 𝑣都是平行移动得到的,故在 𝑥 = 𝑦处的所有协变导数都为 0. 最后
一步是通过公式

𝑔𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 +
1
3𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙𝑥

𝑘𝑥𝑙 +高阶项

得到的. 这个例子说明, Φ1蕴涵了关于流形曲率的信息. ◃

我们将上面的讨论总结如下.

定理 7.17. 在对角线𝑀 ⊂ 𝑀 ×𝑀的一个邻域内, 𝐻的热核 𝑘𝑡 在 𝑡 → 0时具
有如下渐进展开式:

𝑘𝑡(𝑥, 𝑦) ∼
1

(4π𝑡)𝑛∕2 e
−𝑑(𝑥,𝑦)2∕4𝑡 ⋅

∞
∑
𝑖=0

𝑡𝑖 Φ𝑖(𝑥, 𝑦),

其前 𝑁项部分和在 𝐶𝑘-范数下与 𝑘𝑡 的误差是 𝑂(𝑡𝑁−𝑛∕2−𝑘∕2+1).

这里,最后的误差估计是由下一小节的构造过程给出的.

热核的构造
这一小节, 我们简要概述如何证明广义 Laplace算子的热核的存在性

(7.12).
为了演示我们构造的方法,我们先从一个简化的模型开始. 在这个简化

模型中,我们将无限维空间上的算子 𝐻∶ Γ(𝐸) → Γ(𝐸)换成有限维空间上的
算子.

下面,设 𝑉是有限维向量空间,𝐻 ∈ End(𝑉). 设

𝐾𝑡 ∈ End(𝑉) (𝑡 ≥ 0)

是一族算子,它是热方程 (𝜕𝑡 +𝐻)𝐾𝑡 = 0的 “近似解”. 准确地说,它满足

{ 𝑅𝑡 = (𝜕𝑡 +𝐻)𝐾𝑡 = 𝑂(𝑡𝛼) (𝑡 → 0),
𝐾0 = id𝑉 ,
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其中 𝛼 ≥ 0是某个常数. 我们打算对 𝐾𝑡 进行调整,从而它成为一个真正的解.
为此,我们定义

𝑄0
𝑡 = 𝐾𝑡,

从而 (𝜕𝑡 +𝐻)𝑄0
𝑡 = 𝑅𝑡;

再定义 𝑄1
𝑡 = ∫

𝑡

0
𝐾𝑡−𝑡1 𝑅𝑡1 𝑑𝑡1,

从而 (𝜕𝑡 +𝐻)𝑄1
𝑡 = 𝑅𝑡 +∫

𝑡

0
𝑅𝑡−𝑡1 𝑅𝑡1 𝑑𝑡1;

再定义 𝑄2
𝑡 = ∫

0≤𝑡1≤𝑡2≤𝑡

𝐾𝑡−𝑡2 𝑅𝑡2−𝑡1 𝑅𝑡1 𝑑𝑡1 𝑑𝑡2,

从而 (𝜕𝑡 +𝐻)𝑄2
𝑡 = 𝑅𝑡 +∫

𝑡

0
𝑅𝑡−𝑡1 𝑅𝑡1 𝑑𝑡1

+ ∫
0≤𝑡1≤𝑡2≤𝑡

𝑅𝑡−𝑡2 𝑅𝑡2−𝑡1 𝑅𝑡1 𝑑𝑡1 𝑑𝑡2,

并以此类推.

命题 7.18. 级数

𝑄𝑡 =
∞
∑
𝑘=0

(−1)𝑘𝑄𝑘
𝑡

收敛,且给出了热方程的解. 并且,

𝑄𝑡 = 𝐾𝑡 + 𝑂(𝑡1+𝛼).

证明 对每个 𝑡 > 0,存在常数 𝐶,使得对任意 𝑡′ ≤ 𝑡,有

|𝐾𝑡′ | < 𝐶, |𝑅𝑡′ | < 𝐶.

从而

|𝑄𝑘
𝑡 | < 𝐶𝑘+1 ∫

0≤𝑡1≤⋯≤𝑡𝑘≤𝑡

𝑑𝑡1 ⋯ 𝑑𝑡𝑘

= 𝐶𝑘+1 𝑡
𝑘

𝑘! .

这蕴涵了级数的收敛性. 用同样的方法,借助上面的计算,不难验证 𝑄𝑡 是热
方程的解. ◻
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下面,我们来考虑一般的情况,即 𝐻∶ Γ(𝐸) → Γ(𝐸)是广义 Laplace算子
的情况.

我们注意到一个事实: 如果算子 𝑃,𝑄的核分别是 𝑝, 𝑞,那么算子 𝑃𝑄的
核是卷积 𝑝 ∗ 𝑞,定义为

(𝑝 ∗ 𝑞)(𝑥, 𝑦) = ∫
𝑀
𝑝(𝑥, 𝑧) ∘ 𝑞(𝑧, 𝑦) 𝑑𝑧.

和在简化模型中一样,我们首先取定一个近似解 𝐾𝑡. 对 𝑠 ∈ Γ(𝐸),我们令

(𝐾𝑡𝑠)(𝑥) = ∫
𝑀
𝑘𝑁𝑡 (𝑥, 𝑦) 𝑠(𝑦) 𝑑𝑦,

其中 𝑁是取定的正整数, 𝑘𝑁𝑡 定义为

𝑘𝑁𝑡 (𝑥, 𝑦) = 𝜓(𝑑(𝑥, 𝑦)) ⋅ ((7.17)中的部分和∑𝑁
0 ),

其中 𝜓是一个光滑函数,在 0附近取值恒为 1,且 𝜓([𝜀, +∞)) = 0,其中 𝜀 > 0
取得使 𝑘𝑁𝑡 在整个𝑀 ×𝑀上有定义.
为使记号简洁,下面我们就记

𝑘𝑡 = 𝑘𝑁𝑡 .

我们和之前一样定义算子 𝑄𝑘
𝑡 . 它的核是

𝑞𝑘𝑡 = ∫
0≤𝑡1≤⋯≤𝑡𝑘≤𝑡

𝑘𝑡−𝑡𝑘 ∗ 𝑟𝑡𝑘−𝑡𝑘−1 ∗⋯ ∗ 𝑟𝑡1 𝑑𝑡1 ⋯ 𝑑𝑡𝑘,

其中 𝑟𝑡 = (𝜕𝑡 +𝐻𝑥) 𝑘𝑡 是算子 𝑅𝑡 的核.
通过直接计算,我们能给出估计

‖𝑟𝑡‖𝐶ℓ ≤ 𝐶(ℓ) 𝑡𝑁−𝑛∕2−ℓ∕2.

计算过程不在这里给出,见 [BGV92,定理 2.29]. 注意到这里 𝑡𝑁−𝑛∕2就是 𝑘𝑁𝑡
的最高次项. 由 𝑞𝑘𝑡 的卷积表达式,我们有

‖𝑞𝑘𝑡 ‖𝐶ℓ ≤ 𝐶(ℓ) 𝑡𝑘(𝑁−𝑛∕2)−ℓ∕2 𝑡𝑘 vol(𝑀)𝑘−1,

这里 𝐶(ℓ)是和上面不同的常数; vol(𝑀)𝑘−1来自于卷积的定义. 卷积中 𝑘𝑡 一
项没有出现在估计中,因为算子 𝐾𝑡 关于 𝑡一致有界 (参见上述引用的定理).

这一估计给出了级数∑𝑘(−1)𝑘𝑞
𝑘
𝑡 的收敛性.

定理 7.19. 当 𝑁 > 𝑛∕2 + 1时,级数

𝑞𝑡 =
∞
∑
𝑘=0

(−1)𝑘𝑞𝑘𝑡

在 𝐶2-范数的意义下收敛. 这个公式给出了算子𝐻的热核. ◻

作为推论, (7.12)和 (7.17)都获得了证明.
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8 Dirac算子
Dirac算子的理论起源于量子力学. 为了在量子力学中引入狭义相对论,

需要对波函数的 Laplace算子开平方而得到Hamilton算子. 如果波函数是普
通的复值函数,那么开平方的操作是不可能做到的. Dirac因而提出,波函数
应该是取值于某个 ℂ𝑛 的函数. 这个空间 ℂ𝑛 被称为旋量空间 (spinor space).
在这个框架下, Dirac的 Hamilton算子自然地给出了 Clifford代数在旋量空
间中的表示.

Dirac算子与 Clifford代数
在这一节中,设𝑀是 𝑛维 Riemann流形, 𝐸 → 𝑀是光滑向量丛.

定义 8.1. 𝐸 上的一个 Dirac 算子 (Dirac operator) 是一个一阶微分算子
𝐷∶ Γ(𝐸) → Γ(𝐸),使得 𝐷2是广义 Laplace算子.

例 8.2. 若 𝐸 = ∧• 𝑇∗𝑀是微分形式的向量丛,则 𝑑 +𝑑∗是一个Dirac算子. 它
的平方是

(𝑑 + 𝑑∗)2 = 𝑑𝑑∗ + 𝑑∗𝑑,

称为微分形式的 Laplace算子. 它与 Levi-Civita联络给出的 Laplace算子相
差一个曲率项. 这一关系称为Weitzenböck恒等式,这里就不详述了.
再例如, 若 𝑀 是 Kähler 流形, 𝐸 是全纯微分形式的向量丛, 则 𝜕 + 𝜕∗

是一个 Dirac算子. 此时,相应的Weitzenböck恒等式被称为 Bochner–小平
(Kodaira)恒等式. ◃

下面,设 𝐷是 𝐸上的一阶微分算子. 则在局部坐标系中,它具有

𝐷 =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑎𝑘𝜕𝑘 + 𝑏

的形式,其中 𝑎𝑘, 𝑏 ∈ Γ(End(𝐸)). 从而

𝐷2 = 1
2(𝑎

𝑖𝑎𝑗 + 𝑎𝑗𝑎𝑖) 𝜕𝑖𝜕𝑗 + (一阶算子),

其中系数 1∕2是因为 𝜕𝑖𝜕𝑗 和 𝜕𝑗𝜕𝑖 在求和时被重复计算了. 因此, 𝐷是 Dirac算
子等价于

𝑎𝑖𝑎𝑗 + 𝑎𝑗𝑎𝑖 = −2𝑔𝑖𝑗 .

这个关系启发了 Clifford代数的定义.
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定义 8.3. 设 𝑉是 𝑛维实向量空间, 𝑄是 𝑉上的二次型,等同地看作对称双线
性型. Clifford代数定义为商代数

Cl(𝑉, 𝑄) = 𝑇(𝑉)
𝑣 ⋅ 𝑤 + 𝑤 ⋅ 𝑣 = −2𝑄(𝑣, 𝑤) ,

其中 𝑇(𝑉) = ⨁𝑘≥0 𝑉⊗𝑘 是 𝑉上的张量代数.
如果 𝑄非退化,其标准型中有 𝑝个正项和 𝑞个负项,我们就记

Cl𝑝,𝑞(𝑉) = Cl(𝑉, 𝑄).

我们记 Cl(𝑉) = Cl𝑛,0(𝑉).

不难看出, Cl(𝑉, 𝑄)的维数是 2𝑛,它的一组基是

{𝑒𝑖1 ⋯𝑒𝑖𝑘 ∣ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑘},

其中 {𝑒𝑖}是 𝑉的一组基.

例 8.4. 我们有 Cl(ℝ2) ≃ ℍ. 事实上,记 i, j为 ℝ2的标准正交基,则 Clifford代
数的定义给出的关系是

i2 = j2 = −1, i j + j i = 0. ◃

由于张量代数的 ℤ-分次在 Cl(𝑉, 𝑄)中得到保留,后者也是 ℤ-分次代数.
特别地,我们有:

命题 8.5. Clifford代数是超代数. ◻

定义 8.6. 一个 Clifford模是指 Clifford代数 Cl(𝑉, 𝑄)在一个超向量空间 𝐸
中的表示. 也就是说,我们有 (保持 ℤ2-分次的)超代数同态

Cl(𝑉, 𝑄) → End(𝐸).

例 8.7. 超向量空间 ∧• 𝑉具有自然的 Cl(𝑉, 𝑄)-模的结构,定义为

𝑣 ⋅ 𝛼 = 𝑣 ∧ 𝛼 − 𝑄(𝑣, −) ⌟ 𝛼 (𝑣 ∈ 𝑉, 𝛼 ∈ ∧• 𝑉),

其中 ⌟表示缩并. 若取 𝑉关于 𝑄的一组正交基 {𝑒1, … , 𝑒𝑛},则上式可以写成

𝑒𝑖 ⋅ (𝑒𝑖1 ∧⋯ ∧ 𝑒𝑖𝑘) = { 𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑖1 ∧⋯ ∧ 𝑒𝑖𝑘 , 𝑖 ∉ {𝑖1, … , 𝑖𝑘},
−𝑄(𝑒𝑖) 𝑒𝑖2 ∧⋯ ∧ 𝑒𝑖𝑘 , 𝑖 = 𝑖1.

映射

𝜎∶ Cl(𝑉, 𝑄) ⋅1⟶∧• 𝑉

是超向量空间的同构,称为符号映射 (symbol map). ◃
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旋量群
旋量群 Spin(𝑛)的一个著名的性质是,它是 SO(𝑛)的双重覆叠 (在 𝑛 ≥ 3

时是万有覆叠). 也就是说,我们有 Lie群的正合列

0 → ℤ2 → Spin(𝑛) → SO(𝑛) → 0.

通过 Clifford代数,我们可以得到旋量群的一个具体的构造.

定义 8.8. 设 𝑉是 𝑛维欧氏空间. 我们定义 Lie代数

𝔰𝔭𝔦𝔫(𝑉) = Cl(𝑉)2

为 Clifford代数中分次为 2的部分,其 Lie括号就是 Clifford代数中的交换子.

换言之,如果 𝑒1, … , 𝑒𝑛是 𝑉的一组标准正交基,那么

𝔰𝔭𝔦𝔫(𝑉) = span {𝑒𝑖𝑒𝑗 ∣ 𝑖 ≠ 𝑗},

这里,注意到我们有反交换关系

𝑒𝑖𝑒𝑗 = −𝑒𝑗𝑒𝑖 .

命题 8.9. Lie代数 𝔰𝔭𝔦𝔫(𝑉)可以作用在 𝑉 ⊂ Cl(𝑉)上,作用的方式是 𝑎 ⋅ 𝑣 =
[𝑎, 𝑣]. 这个作用诱导了 Lie代数同构

𝔰𝔭𝔦𝔫(𝑉) ≃ 𝔰𝔬(𝑉).

证明 首先,我们说明对应的映射 𝜑∶ 𝔰𝔭𝔦𝔫(𝑉) → 𝔤𝔩(𝑉)的像落在 𝔰𝔬(𝑉)中.
取 𝑉的标准正交基 𝑒1, … , 𝑒𝑛. 则元素 𝑒𝑖𝑒𝑗 ∈ 𝔰𝔭𝔦𝔫(𝑉)的作用是

⎧
⎨
⎩

𝑒𝑖 ↦ 2𝑒𝑗,
𝑒𝑗 ↦ −2𝑒𝑖,
𝑒𝑘 ↦ 0 (𝑘 ≠ 𝑖, 𝑗).

这一线性映射的矩阵是反对称矩阵. 这也说明 𝜑是单射. 但 dim 𝔰𝔭𝔦𝔫(𝑉) =
dim∧2 𝑉 = dim 𝔰𝔬(𝑉),从而 𝜑是到 𝔰𝔬(𝑉)的同构. ◻

定义 8.10. 𝑉的旋量群 (spin group)定义为

Spin(𝑉) = exp(𝔰𝔭𝔦𝔫(𝑉)),

其中 exp是指在 Cl(𝑉)中的幂级数.

事实上, Lie理论告诉我们, Spin(𝑉)是一个以 𝔰𝔭𝔦𝔫(𝑉)为 Lie代数的连通
Lie群,它是 Cl(𝑉)的偶数阶元素的乘法群的 Lie子群.
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例 8.11. 设 {𝑒𝑖}是 𝑉的标准正交基. 则 𝑖 ≠ 𝑗时, (𝑒𝑖𝑒𝑗)2 = −1. 因此

exp(𝑡𝑒𝑖𝑒𝑗) =
∞
∑
𝑘=0

𝑡𝑘
𝑘! (𝑒𝑖𝑒𝑗)

𝑘 = cos 𝑡 + (sin 𝑡) 𝑒𝑖𝑒𝑗 (𝑡 ∈ ℝ).

特别地,当 dim𝑉 = 2时,我们得到了圆圈群

Spin(2) ≃ 𝑆1.

当 dim𝑉 = 3时,我们可以将 Cl(𝑉)的子代数 span {1, 𝑒1𝑒2, 𝑒2𝑒3, 𝑒3𝑒1}和 ℍ等
同起来. 此时,旋量群就是单位四元数的乘法群:

Spin(3) ≃ 𝑆3 ⊂ ℍ,

因为指数映射会把虚四元数映到单位四元数. ◃

命题 8.12. 当 dim𝑉 ≥ 2时, Spin(𝑉)是 SO(𝑉)的双重覆叠.

证明 考虑 Spin(𝑉)在 𝑉上的作用:

𝑔 ⋅ 𝑣 = 𝑔𝑣𝑔−1 (𝑔 ∈ Spin(𝑉), 𝑣 ∈ 𝑉).

我们说明,这个作用诱导了到 SO(𝑉)的双重覆叠.
首先,这个 Lie群表示对应的 Lie代数表示就是 (8.9)给出的同构. 因此,

对应的映射 Spin(𝑉) → SO(𝑉)是覆叠映射. 因为元素 −1 ∈ Spin(𝑉)的作用
是平凡的,所以这个覆叠至少是二重的. 但 dim𝑉 ≥ 3时, SO(𝑉)的基本群是
ℤ2,所以这个覆叠至多是二重的; dim𝑉 = 2的情况可以直接计算而得出. ◻

当 dim𝑉 = 1时,为了和上述结论保持一致,我们可以重新定义

Spin(1) = Spin(𝑉) = {±1} ⊂ Cl(𝑉).

旋量
旋量 (spinor)的名字是仿照向量 (vector)的名字而造出来的. 这样命

名的原因是,旋量和向量有类似的性质,它们的区别在于,向量的旋转是在
SO(𝑛)中完成的,而旋量的旋转是在 Spin(𝑛)中完成的,因此,旋量有时需要
转两圈,才能回到原来的位置.

例如,手的角度 (旋转位置)可以由一个单位旋量描述. 伸出右手,掌心向
上,然后将手掌逆时针旋转一周. 这时,手臂会处于一个不自然的位置. 接下
来,将手举过头顶,不改变手的朝向. 这样,手掌可以继续逆时针旋转一周 (从
下向上看是顺时针),然后恢复到正常的位置. 这一过程说明,手需要旋转两
周才能回到原来的位置.
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事实上,在三维空间中,旋量构成的空间就是 ℍ,而旋量群 Spin(3)是单
位四元数的乘法群,它通过乘法作用在旋量空间上.

一般地说,旋量空间 (spinor space),即所有旋量构成的空间,是旋量群
Spin(𝑛)的一个表示,并且,这个表示无法通过 SO(𝑛)的表示得到.

定理 8.13. 设 𝑉是 𝑛维欧氏空间.

• 若 𝑛为偶数,则存在一个 2𝑛∕2维复 Clifford模 𝑆,使得

Cl(𝑉) ⊗ ℂ ≃ End(𝑆),

这个同构与二者在 𝑆上的作用相容. 并且, dim 𝑆+ = dim 𝑆− = 2𝑛∕2−1.
• 若 𝑛为奇数,则存在一个 2(𝑛−1)∕2维复 Clifford模 𝑆,它不带有 ℤ2-分次,
使得作为普通 (非 ℤ2-分次)的代数,有

Cl(𝑉) ⊗ ℂ ≃ End(𝑆) ⊕ End(𝑆),

这个同构与二者在 𝑆上的作用相容.

在两种情况下,超向量空间 𝑆称为旋量空间 (spinor space).

在证明定理之前,我们先给出这一结果的一些推论.
我们知道,矩阵代数 End(𝑆)是单代数,它唯一的不可约表示就是它在 𝑆

上的作用. 因此,定理蕴涵了以下结论.

推论 8.14. 若 𝑛为偶数,则 Cl(𝑉)的所有复表示都具有

𝑊⊗ 𝑆

的形式,其中𝑊是超向量空间,带有平凡的 Clifford作用. ◻

因为旋量群 Spin(𝑉)是 Clifford代数的乘法子群,所以,定理也蕴涵了关
于旋量群的表示的结论.

推论 8.15. 旋量空间 𝑆是旋量群 Spin(𝑉)的一个表示. 当 𝑛为偶数时,它分裂
成旋量群的两个不可约表示

𝑆 = 𝑆+ ⊕ 𝑆−.

当 𝑛为奇数时, 𝑆本身就是不可约的.

证明 记 Cl+(𝑉) ⊂ Cl(𝑉)为偶数阶元素构成的子代数,则 Spin(𝑉) ⊂ Cl+(𝑉).
因为 Spin(𝑉)包含 Cl+(𝑉)作为向量空间的一组基,所以 Cl+(𝑉)的不可约表
示一定诱导 Spin(𝑉)的不可约表示.
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当 𝑛为偶数时,

Cl+(𝑉) ⊗ ℂ ≃ End+(𝑆) ≃ End(𝑆+) ⊕ End(𝑆−),

从而 𝑆分裂为 Cl+(𝑉)的两个不可约表示,即 𝑆+和 𝑆−.
当 𝑛为奇数时,定理的证明 (在下方)表明

Cl+(𝑉) ⊗ ℂ ≃ End(𝑆). ◻

定理 8.13的证明 取 𝑉的标准正交基 𝑒1, … , 𝑒𝑛.
若 𝑛是偶数,我们令

𝑃 = span(𝑒1 − i𝑒2, 𝑒3 − i𝑒4, … , 𝑒𝑛−1 − i𝑒𝑛),
𝑆 = ∧• 𝑃.

则 𝑉 ⊗ ℂ = 𝑃 ⊕ 𝑃. 我们定义 Cl(𝑉) ⊗ ℂ在 𝑆上的作用如下: 对 𝑣 ∈ 𝑉 ⊗ ℂ,
𝑠 ∈ 𝑆,定义

𝑣 ⋅ 𝑠 = {
√2 𝑣 ∧ 𝑠, 𝑣 ∈ 𝑃,
−√2 𝑄(𝑣, −) ⌟ 𝑠, 𝑣 ∈ 𝑃,

其中记号的意义同 (8.7). 因为 dimCl(𝑉) = 2𝑛 = (dim 𝑆)2,并且,通过计算可
以验证, Cl(𝑉)非零元素的作用都非零. 因此,这个作用诱导了同构

Cl(𝑉) ⊗ ℂ ≃ End(𝑆).

若 𝑛是奇数,记𝑊 = span(𝑒1, … , 𝑒𝑛−1). 我们有 (非 ℤ2-分次的)同构

(Cl(𝑊) ⊕ Cl(𝑊)) ⊗ ℂ ≃ Cl(𝑉) ⊗ ℂ,

(𝑒𝑖1 ⋯𝑒𝑖𝑘 , 0) ↦
1
2(𝑒𝑖1 ⋯𝑒𝑖𝑘 + (−1)𝜍 i(𝑛+1)∕2 𝑒𝑗1 ⋯𝑒𝑗𝑛−𝑘),

(0, 𝑒𝑖1 ⋯𝑒𝑖𝑘) ↦
1
2(𝑒𝑖1 ⋯𝑒𝑖𝑘 − (−1)𝜍 i(𝑛+1)∕2 𝑒𝑗1 ⋯𝑒𝑗𝑛−𝑘),

其中 𝑗1, … , 𝑗𝑛−𝑘 表示 1, … , 𝑛 中除了 𝑖1, … , 𝑖𝑘 外的指标, 𝜎 是 1, … , 𝑛 的排列
𝑖1, … , 𝑖𝑘, 𝑗1, … , 𝑗𝑛−𝑘 的奇偶性. ◻

流形上的 Clifford模
为了将 Clifford代数的理论应用到 Dirac算子上,我们需要在流形上考

虑余切空间的 Clifford代数,它们构成一个向量丛.
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定义 8.16. 设𝑀是流形. 𝑀上的 Clifford丛

Cl(𝑀) → 𝑀

是在点 𝑥 ∈ 𝑀处的纤维为 Cl(𝑇∗𝑥𝑀)的代数丛. 𝑀上的一个 Clifford模是一
个超向量丛

𝐸 → 𝑀,

带有 Clifford丛的作用.

为了将上一小节的理论应用到这一情形,我们还需要将旋量空间也变成
𝑀上的向量丛. 这需要𝑀具有一个旋量结构.

定义 8.17. 设 𝐸 → 𝑀 是秩为 𝑛的可定向光滑实向量丛. 𝐸 的一个旋量结构
(spin structure)是一个 Spin(𝑛)-主丛

Spin(𝐸) → 𝑀,

使得它对应的 SO(𝑛)-主丛与 𝐸对应的 SO(𝑛)-主丛同构.
流形𝑀的一个旋量结构是指余切丛 𝑇∗𝑀上的旋量结构. 带有一个旋量

结构的流形称为旋量流形 (spin manifold).

旋量结构的存在性可以通过示性类来判断.

定理 8.18. 设 𝐸 → 𝑀是秩为 𝑛的可定向光滑实向量丛. 则 𝐸上存在旋量结
构,当且仅当其第二 Stiefel–Whitney类消失,即

𝑤2(𝐸) = 0.

这一结论的证明可参见 [LM89,定理 II.1.7].

定义 8.19. 设𝑀是旋量流形. 则𝑀上的旋量丛 (spinor bundle)

𝑆(𝑀) → 𝑀

是一个复向量丛,其纤维是由𝑀的旋量结构给出的旋量空间.

具体地说, 这一定义是这样完成的: Spin(𝑛)-主丛的转移映射是到
Spin(𝑛)的映射,而 Spin(𝑛)可以映到 End(𝑆),给出旋量丛的转移映射.
当 dim𝑀是偶数时,旋量丛是一个超向量丛 𝑆+(𝑀)⊕𝑆−(𝑀),也是𝑀上

的 Clifford模. 由前几个小节的讨论,我们得到下面的结论.

命题 8.20. 设𝑀是偶数维旋量流形. 则𝑀上的每个复 Clifford模都具有

𝑊⊗ 𝑆(𝑀)

的形式,其中𝑊是超向量丛,带有 Clifford丛的平凡作用.

证明 我们只指出下面的事实: 如果 𝐸 ≃ 𝑊 ⊗ 𝑆是 Clifford代数 Cl(𝑉)上的
模,那么𝑊 ≃ HomCl(𝑉)(𝑆, 𝐸). ◻
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Dirac算子与 Clifford超联络
现在,我们可以让 Dirac算子回到我们的视野了.

定义 8.21. 设 𝐸 → 𝑀是光滑的超向量丛. 𝐸上的Dirac算子的定义和之前一
样,但我们额外要求 𝐷是奇算子,它把 𝐸±的截面分别变成 𝐸∓的截面.

设 𝐷∶ Γ(𝐸) → Γ(𝐸)是 Dirac算子. 则局部坐标下, 𝐷具有如下形式:

𝐷 = ∑
𝑘
𝑎𝑘𝜕𝑘 + 𝑏,

其中系数 𝑎𝑘 ∈ Γ(End−(𝐸))满足Clifford代数的关系. 因此, Clifford丛Cl(𝑀)
可以通过这些 𝑎𝑘 作用在 𝐸上,这赋予了 𝐸一个 Clifford模的结构.

反过来,在每个 Clifford模上,我们可以构造出相应的 Dirac算子,但常
数项 𝑏可以随意改变. 因此,这些 Dirac算子构成一个 Γ(End−(𝐸))-齐性空间.

下面,我们打算把一个 Clifford模上的 Dirac算子与 Clifford超联络对应
起来.

定义 8.22. Clifford模 𝐸上的 Clifford超联络是指一个超联络 ∇𝐸 ,满足如下
的 Leibniz法则: 若 𝑎 ∈ Γ(Cl(𝑀)), 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀), 𝑠 ∈ Γ(𝐸),则

∇𝐸
𝑋(𝑎 ⋅ 𝑠) = (∇𝑋𝑎) ⋅ 𝑠 + (−1)|𝑎| 𝑎 ⋅ ∇𝐸

𝑋𝑠,

其中 ∇是 Levi-Civita联络. 这个关系可以更简洁地写成

[∇𝐸 , 𝑎 ⋅ ] = ∇𝑎 ⋅ .

命题 8.23. 设 𝑀 是偶数维旋量流形. 则 Levi-Civita联络诱导了旋量丛 𝑆 =
𝑆(𝑀)上的 Clifford超联络 ∇𝑆 .

证明 ∇𝑆 的构造如下: 标架丛 SO(𝑇∗𝑀)上的 Levi-Civita联络诱导了主丛
Spin(𝑀)上的联络,而由旋量丛 𝑆的构造,这个联络诱导了 𝑆上的联络 ∇𝑆 .
为了验证 ∇𝑆 是 Clifford超联络,只需验证它诱导的 End(𝑆)上的联络与

Clifford丛的 Levi-Civita联络相同.
我们知道, Spin(𝑛) ⊂ Cl+(𝑛)包含了后者的一组基. 定义

Pin(𝑛) = {1, 𝑒1} ⋅ Spin(𝑛) ⊂ Cl(𝑛),

则 Pin(𝑛)包含 Cl(𝑁)的一组基. 事实上, Lie群 Pin(𝑛)有两个连通分支,其单
位元所在的分支就是 Spin(𝑛),另一个分支包含于 Cl−(𝑛). 主丛 Spin(𝑀)诱导
了 Pin(𝑛)-主丛 Pin(𝑀),它的联络就同时诱导了 End(𝑆)的联络和 Clifford丛
的联络. ◻
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事实上,超联络 ∇𝑆 在以下意义上是最本质的 Clifford超联络.

命题 8.24. 设𝑀是偶数维旋量流形,𝑊 →𝑀是复超向量丛. 则有一一对应

{𝑊上的超联络} ↔ {𝑊 ⊗ 𝑆上的 Clifford超联络},
∇𝑊 ↔ ∇𝑊 ⊗ 1 + 1 ⊗ ∇𝑆 .

证明 留给读者. ◻

下面,我们构造 Clifford超联络所对应的 Dirac算子.
设𝑀是偶数维旋量流形, 𝐸 → 𝑀是 Clifford模,带有 Clifford超联络 ∇.

则在局部坐标下,这个联络作用在 𝐸的截面上时具有如下形式:

∇ =
𝑛
∑
𝑖=1

𝑑𝑥𝑖 ⊗ 𝜕𝑖 +∑
𝛼
𝑑𝑥𝛼 ⊗ 𝑏𝛼,

其中 𝛼是𝑀 方向的多重指标 (我们不妨只考虑递增排列、无重复的多重指
标), 𝑏𝛼 是 End(𝐸)的截面,其奇偶性与 |𝛼|相反. 这里,联络的一阶导数项是
𝑑𝑥𝑖 ⊗ 𝜕𝑖,因为任何联络都满足这一点.

我们对应地定义 Dirac算子

𝐷∇ =
𝑛
∑
𝑖=1

(𝑑𝑥𝑖 ⋅ ) ∘ 𝜕𝑖 +∑
𝛼
(𝑑𝑥𝛼 ⋅ ) ∘ 𝑏𝛼,

这里 ⋅表示 Clifford作用,例如 𝑑𝑥𝑖 的作用就是我们之前的记号 𝑎𝑖 .
这一定义可以写成坐标无关的形式:

定义 8.25. 设𝑀 是偶数维旋量流形, 𝐸 → 𝑀 是 Clifford模,带有 Clifford超
联络 ∇. 则 Dirac算子 𝐷∇定义为

𝐷∇ ∶ Γ(𝐸)
∇⟶Ω•(𝑀, 𝐸) ≃ Γ(∧• 𝑇∗𝑀 ⊗𝐸) 𝜍−1⟶

≃
Γ(Cl(𝑀) ⊗ 𝐸) 作用⟶Γ(𝐸),

其中 𝜎是 (8.7)中的符号映射.

定理 8.26. 设𝑀是偶数维旋量流形, 𝐸 → 𝑀是复 Clifford模. 则上述对应关
系是一一对应:

{𝐸上的 Clifford超联络} ↔ {𝐸上的 Dirac算子},
∇ ↔ 𝐷∇.

这里,我们当然要求 Dirac算子是与 𝐸的 Clifford模结构相容的.
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证明 我们已经给出了从左边集合到右边集合的映射. 我们还需要证明这个
映射是双射.

我们回忆,右边的集合是 Γ(End−(𝐸))-齐性空间. 而 (8.20)说明 𝐸一定能
写成 𝐸 ≃ 𝑊 ⊗ 𝑆的形式,因此,有超向量丛的同构

End(𝐸) ≃ End(𝑆) ⊗ End(𝑊) ≃ Cl(𝑀) ⊗ EndCl(𝑀)(𝐸),

其中 EndCl(𝑀)(𝐸)表示 𝐸作为 Clifford模的自同态,不要求保持 ℤ2-分次. 从
而,我们有同构

Γ(End−(𝐸)) ≃ Γ−(Cl(𝑀) ⊗ EndCl(𝑀)(𝐸))
𝜍⟶
≃

Γ−(∧• 𝑇∗𝑀 ⊗ EndCl(𝑀)(𝐸)) ≃ Ω−(𝑀,EndCl(𝑀)(𝐸)).

如果这个映射将截面 𝑠映到形式 𝜔,那么

𝐷∇ + 𝑠 = 𝐷∇+𝜔.

因此,我们只需要验证, ∇ + 𝜔是 Clifford超联络当且仅当

𝜔 ∈ Ω−(𝑀,EndCl(𝑀)(𝐸)).

我们将这一验证留给读者. ◻

9 指标定理 (上)

在这一节中,我们将前两节的内容整合起来,证明 Atiyah–Singer指标定
理.

Dirac算子的指标
在这一小节中, 设 𝑀 是紧 Riemann流形, 𝐸 → 𝑀 是带有 Riemann或

Hermite度量的超向量丛 (我们要求 𝐸+ ⟂ 𝐸−),并考虑 𝐸 上的自伴随 Dirac
算子 𝐷. 也就是说,我们有

𝐷 = ( 0 𝐷−

𝐷+ 0
), 𝐷− = (𝐷+)∗,

其中 𝐷± ∶ 𝐸± → 𝐸∓. 例如, (8.2)给出的例子 𝑑 + 𝑑∗ 和 𝜕 + 𝜕∗ 都是自伴随
Dirac算子.
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定义 9.1. 自伴随 Dirac算子 𝐷的指标 (index)是

ind(𝐷) = dims ker𝐷
= dimker𝐷+ − dimker𝐷−

= dimker𝐷+ − dim coker𝐷+.

𝐷的指标是有限的,因为

𝐷2 = 𝐷+𝐷− + 𝐷−𝐷+

是广义 Laplace算子,它是二阶椭圆算子,而分析学告诉我们如下事实:

事实 9.2. 算子 𝐷2 定义了 Hilbert空间 Γ𝐿2(𝐸)上的一个无界算子. 它将整个
空间分成无限个特征子空间的 Hilbert直和,每个特征子空间都是有限维的,
且由光滑截面构成. 特别地,它的核是有限维的. 通过特征子空间分解,我们
能定义算子

𝐾𝑡 = e−𝑡𝐷2 .

它是一个迹类算子 (trace-class operator),也就是说,它的迹是有限的. 特别
地,它是紧算子.

定理的证明可参见 [LM89,定理 III.3.8]. 这里的 𝐾𝑡 与 §7中一样,给出了
热方程初值问题的解.

我们取 Γ𝐿2(𝐸)的标准正交基 {𝑒𝑖}∞𝑖=1,使得

𝐷2𝑒𝑖 = 𝜆𝑖 𝑒𝑖, 从而 e−𝑡𝐷2 𝑒𝑖 = e−𝑡𝜆𝑖 𝑒𝑖 .

则每个 𝑒𝑖 都是光滑截面. 不难算出,算子 𝐷2的热核是

𝑘𝑡(𝑥, 𝑦) = ∑
𝑖
e−𝑡𝜆𝑖 𝑒𝑖(𝑥) ⊗ 𝑒∗𝑖 (𝑦), (9.2.1)

这里 𝑒∗𝑖 是 𝐸∨的截面,它等于 𝑒𝑖 的对偶基乘以 vol(𝑀)−1,从而它与 𝑒𝑖 的配对
的积分等于 1.

定理 9.3 (McKean–Singer). 设 𝑘𝑡 是算子 𝐷2的热核. 则对任意 𝑡 > 0,都有

ind(𝐷) = trs e−𝑡𝐷
2 = ∫

𝑀
trs 𝑘𝑡(𝑥, 𝑥) 𝑑𝑥.

证明 注意到 𝐷2是偶算子,即它分别作用在两个空间 𝑉± = Γ𝐿2(𝐸±)上.
记 𝑉±

𝜆 ⊂ 𝑉±是 𝐷2的 𝜆-特征子空间. 则复合映射

𝑉+
𝜆

𝐷+
⟶𝑉−

𝜆
𝐷−
⟶𝑉+

𝜆



9 指标定理 (上) 85

是乘以 𝜆. 因此,当 𝜆 ≠ 0时, 𝑉+
𝜆 ≃ 𝑉−

𝜆 ,从而

trs (e−𝑡𝐷
2 |𝑉𝜆) = e−𝑡𝜆2 dims 𝑉𝜆 = 0.

这就说明

trs e−𝑡𝐷
2 = trs (e−𝑡𝐷

2 |ker𝐷) = dims ker𝐷 = ind(𝐷),

这就证明了第一个等号.
第二个等号是因为,由热核的表达式 (9.2.1),有

trs e−𝑡𝐷
2 = ∑

𝑖
±e−𝑡𝜆𝑖

= ∑
𝑖
∫
𝑀
e−𝑡𝜆𝑖 trs(𝑒𝑖(𝑥) ⊗ 𝑒∨𝑖 (𝑥)) 𝑑𝑥

= ∫
𝑀
trs 𝑘𝑡(𝑥, 𝑥) 𝑑𝑥. ◻

也就是说, Dirac算子的指标等于热核的迹. 我们将在表达式中令 𝑡 → 0,
这样, §7中所做的渐进展开就能派上用场.

Aঞyah–Singer指标定理
我们回到上一节的设定. 设 𝑀 是偶数维紧旋量流形, 𝐸 → 𝑀 是复

Clifford模. 定义𝑊 = HomCl(𝑀)(𝑆, 𝐸),从而

𝐸 ≃ 𝑆 ⊗𝑊.

设𝐷是 𝐸上的Dirac算子,它对应的Clifford超联络 (8.26)记为∇𝐸 .由 (8.24),
可以将 ∇𝐸 写成

∇𝐸 = ∇𝑆 + ∇𝑊

的形式,其中 ∇𝑆 , ∇𝑊 分别是 𝑆和𝑊上的联络. 则 ∇𝐸 的曲率是

Ω𝐸 = (∇𝑆 + ∇𝑊)2 = Ω𝑆 +Ω𝑊 , (9.3.1)

这是因为在 𝑆 ⊗𝑊上, ∇𝑆∇𝑊 + ∇𝑊∇𝑆 = [∇𝑆 , ∇𝑊] = 0.
我们考虑算子 𝐷2的热核 𝑘𝑡 在对角线上的幂级数展开

𝑘𝑡(𝑥, 𝑥) ∼
1

(4π𝑡)𝑛∕2
∞
∑
𝑖=0

𝑡𝑖𝑘𝑖(𝑥),
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其中 𝑘𝑖 ∈ Γ(End(𝐸)). 我们回忆上一节定义的同构

Γ(End(𝐸)) ≃ Γ(End(𝑆) ⊗ End(𝑊)) ≃ Γ(Cl(𝑀) ⊗ EndCl(𝑀)(𝐸))
𝜍⟶
≃

Γ(∧• 𝑇∗𝑀 ⊗ EndCl(𝑀)(𝐸)) ≃ Ω•(𝑀,EndCl(𝑀)(𝐸)),

其中 𝜎是 (8.7)中的映射. 因此,我们得到相应的微分形式

𝜎(𝑘𝑖) ∈ Ω•(𝑀,EndCl(𝑀)(𝐸)).

定理 9.4. 沿用上面的记号,假设 ∇𝑊 是普通的联络. 则微分形式 𝜎(𝑘𝑖)的最
高次数是 2𝑖,且其 2𝑖次的部分与

𝐴(𝑀) e−Ω𝑊

的 2𝑖次部分相同,其中 𝐴(𝑀)称为 𝐴类 (𝐴-genus),定义为

𝐴(𝑀) = det1∕2 Ω∕2
sinhΩ∕2,

这里 det1∕2(−)的意义是形式幂级数 exp tr(2−1 log(−)).

这个定理将在下一节证明,其证明方法就是利用 §7中的 Φ𝑖 进行计算.
利用这个公式计算 ind(𝐷),就能得到指标定理. 事实上,由 (9.3),我们有

ind(𝐷) = ∫
𝑀
trs 𝑘𝑡(𝑥, 𝑥) 𝑑𝑥 ∼

1
(4π𝑡)𝑛∕2 ∑

𝑖≥𝑛∕2
𝑡𝑖∫

𝑀
trs 𝑘𝑖(𝑥) 𝑑𝑥,

这里,注意 𝑖 < 𝑛∕2时 𝑘𝑖(𝑥)不含 𝑛-形式,故积分为 0. 在式中令 𝑡 → 0,得到

ind(𝐷) = 1
(4π)𝑛∕2 ∫𝑀

trs 𝑘𝑛∕2(𝑥) 𝑑𝑥. (9.4.1)

定理中的 e−Ω𝑊
一项,我们将它的迹定义为陈特征

ch(𝑊) = trs e−Ω
𝑊 . (9.4.2)

这一定义与 §6中不同,我们当时的定义是 trs eΩ
𝑊∕2πi. 从现在开始,我们采用

新的定义. 这一修改不会影响陈特征的加性和乘性
将 (9.4)与 (9.4.1)结合起来,我们就证明了指标定理.

定理 9.5 (Atiyah–Singer指标定理). 设𝑀 是偶数维紧旋量流形, 𝐸 ≃ 𝑆 ⊗𝑊
是𝑀上的复 Clifford模, 𝐷是 𝐸上的 Dirac算子. 则

ind(𝐷) = 1
(2πi)𝑛∕2 ∫𝑀

𝐴(𝑀) ch(𝑊).
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证明 我们只需解释系数的变化. 这是因为, 𝑘𝑛∕2 的迹是在 𝐸 上取的, 但
e−Ω𝑊

的迹,即陈特征,却是在𝑊上取的. 这两种迹满足如下关系: 若 𝑉是偶
数维欧氏空间, 𝑎 ∈ Cl(𝑉) ⊗ ℂ ≃ End(𝑆),那么

tr𝑆s (𝑎) = (−2i)𝑛∕2 𝑇(𝜎(𝑎)),

这里 𝑇是 Березин积分, 𝑛 = dim𝑉. 这一公式不难验证 [BGV92,命题 3.21].
因此,若 𝐸是 Cl(𝑉)-模, 𝑘 ∈ End(𝐸),那么

tr𝐸s (𝑘) = (−2i)𝑛∕2 tr𝑊s (𝑇𝜎(𝑘)). (9.5.1)
◻

注 9.6. 定理的条件可以放宽: 事实上,𝑀 不必具有旋量结构,只需可定向即
可. 这是因为,𝑀局部上总是具有旋量结构,而热核的迹的积分可以在局部上
计算. 此时,𝑊也只能局部地定义,但 ch(𝑊)在局部上定义好之后,就自动变
成了整体的微分形式. ◃

下面,我们介绍指标定理的几个有名的应用.

de Rham算子
在这一小节中,我们对 de Rham算子 𝐷 = 𝑑 + 𝑑∗应用指标定理,来重新

证明陈–Gauß–Bonnet公式.

记号 9.7. 设 𝑉是 𝑛维欧氏空间, 𝑣 ∈ 𝑉, 𝛼 ∈ ∧• 𝑉. 记

𝑏(𝑣) 𝛼 = 𝑣 ∧ 𝛼 + 𝜄𝑣𝛼, 𝑐(𝑣) 𝛼 = 𝑣 ∧ 𝛼 − 𝜄𝑣𝛼,

其中 𝜄𝑣 = 𝑄(𝑣, −) ⌟ 是缩并. 将它们延拓到整个 Clifford代数上,我们得到了
∧• 𝑉的两个 Clifford模结构

𝑏, 𝑐∶ Cl(𝑉) → End(∧• 𝑉).

我们将 𝑐给出的模结构视为默认的.这样,如果记如果 ∧• 𝑉⊗ℂ = 𝐸 ≃ 𝑆⊗𝑊,
那么对任意 𝑎 ∈ Cl(𝑉),都有

𝑏(𝑎) ∈ EndCl(𝑉)(𝐸) ≃ End(𝑊), 𝑐(𝑎) ∈ End(𝑆) ⊂ End(𝐸). ◃

引理 9.8. 设 𝑉 是 𝑛维欧氏空间, 𝑛为偶数. 则如果 𝑎 ∈ Cl(𝑉)2 为 2阶元素,
那么

tr𝑊s (exp 𝑏(𝑎)) = (−2i)𝑛∕2 det1∕2( sinh 𝑎∕2𝑎∕2 ) pf(𝑎2 ),

tr𝑊(exp 𝑏(𝑎)) = 2𝑛∕2 det1∕2(cosh 𝑎2 ).
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证明 引理的证明是纯粹的计算 [BGV92,引理 4.4]. 我们忽略计算过程. ◻

引理 9.9. 在 (9.3.1)中,在局部坐标下,我们有

Ω𝑆 = −14Ω𝑖𝑗 𝑐𝑖𝑐𝑗,

其中 Ω𝑖𝑗 = Ω𝑘
𝑖 𝑔𝑗𝑘 是𝑀的曲率形式, 𝑐𝑖 是 Cl(𝑀) ⊗ ℂ ≃ End(𝑆)的截面.

证明 我们回忆 ∇𝑆 的定义 (8.23). 标架丛 SO(𝑇∗𝑀)的联络形式是

𝜔SO(𝑇∗𝑀) = −12𝜔𝑖𝑗 𝑑𝑥
𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗 ∈ Ω1(𝑀, 𝔰𝔬(𝑇∗𝑀)).

我们将 𝔰𝔬(𝑇∗𝑀)与 𝔰𝔭𝔦𝔫(𝑇∗𝑀) ⊂ Cl(𝑇∗𝑀)等同起来 (8.9),这个对应关系是

𝔰𝔬(𝑇∗𝑀) ∋ 𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗 ↦ 1
2𝑐

𝑖𝑐𝑗 ∈ Cl(𝑇∗𝑀).

由 ∇𝑆 的定义,其联络形式就是 𝜔SO(𝑇∗𝑀)在这个对应下的像

𝜔𝑆 = −14𝜔𝑖𝑗 𝑐
𝑖𝑐𝑗 ∈ Ω1(𝑀,End(𝑆)).

如果我们取法坐标,那么在原点处就有 𝑑𝜔𝑖𝑗 = 𝑔𝑗𝑘 𝑑𝜔𝑘𝑖 ,从而

Ω𝑆 = −14Ω𝑖𝑗 𝑐𝑖𝑐𝑗 ∈ Ω2(𝑀,End(𝑆)). ◻

下面,设𝑀是 𝑛维紧可定向流形, 𝑛为偶数. 设 𝐸 = ∧• 𝑇∗𝑀 ⊗ ℂ,它具有
自然的超向量丛结构. 设 𝐷 = 𝑑 + 𝑑∗是 𝐸上的 Dirac算子,参见 (8.2).
我们回忆 Hodge分解

Ω•(𝑀) = im𝑑 ⊕ im𝑑∗ ⊕ℋ•,

其中ℋ• = ker𝐷2是所有调和微分形式的空间,并且有ℋ• ≃ 𝐻•(𝑀;ℂ).

命题 9.10. 𝐷的指标等于𝑀的 Euler数:

ind(𝐷) = 𝜒(𝑀).

证明 通过 (9.3)证明中的特征空间分解,不难看出

ker𝐷 = ker𝐷2 = ℋ•.

从而 ind(𝐷) = dims ker𝐷 = dimsℋ• = 𝜒(𝑀). ◻

定理 9.11 (陈–Gauß–Bonnet公式). 我们有

𝜒(𝑀) = (−12π )
𝑛∕2

∫
𝑀
pf(Ω).
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证明 采用之前的记号,并记 𝑏𝑖 = 𝑏(𝑑𝑥𝑖)等等,则 𝐸的曲率形式是

Ω𝐸 = Ω𝑗
𝑖 (𝑒𝑖∧) ∘ 𝜄𝑗,

其中 𝑒𝑖 是 𝑑𝑥𝑖 所对应的 𝐸 的截面,映射 (𝑒𝑖∧) ∘ 𝜄𝑗 的作用就是把 𝐸 的截面的
𝑑𝑥𝑗 项取出,并换成 𝑑𝑥𝑖 . 继续计算下去,我们有

Ω𝐸 = 1
4Ω𝑖𝑗 (𝑏𝑖 + 𝑐𝑖) (𝑏𝑗 − 𝑐𝑗)

= 1
4Ω𝑖𝑗 (𝑏𝑖𝑏𝑗 − 𝑐𝑖𝑐𝑗),

其中交叉项消失是由于 Ω𝑖𝑗 关于 𝑖, 𝑗的反对称性. 由 (9.9),我们得到

Ω𝑊 = 1
4Ω𝑖𝑗 𝑏𝑖𝑏𝑗 .

因此,

𝐴(𝑀) ch(𝑊) = 𝐴(𝑀) tr𝑊s (exp(−Ω𝑊))
= 𝐴(𝑀) tr𝑊s (exp 𝑏(Ω))

= (−2i)𝑛∕2 pf(Ω2 ) (由 9.8)

= (−i)𝑛∕2 pf(Ω).

从而由指标定理,

ind(𝐷) = 𝜒(𝑀) = 1
(2πi)𝑛∕2 ∫𝑀

(−i)𝑛∕2 pf(Ω) = (−12π )
𝑛∕2

∫
𝑀
pf(Ω). ◻

当然,这一证明涉及的计算比以前的证明要复杂得多.

符号差算子
下面,我们通过指标定理来证明 Hirzebruch符号差定理.
我们仍令 𝐸 = ∧• 𝑇∗𝑀, 𝐷 = 𝑑 + 𝑑∗,但我们给 𝐸一个不同的 ℤ2-分次. 为

了定义这个分次,我们需要做一些准备.

定义 9.12. 设 𝑉是已定向的 𝑛维欧氏空间, 𝑒1, … , 𝑒𝑛 是一组符合定向的标准
正交基. 我们定义手性算子 (chirality operator)

Γ = i⌈𝑛∕2⌉ 𝑒1⋯𝑒𝑛 ∈ Cl(𝑉) ⊗ ℂ.

其定义不依赖于基的选取. 注意到 Γ2 = 1,并且,对任何 𝑣 ∈ 𝑉,有反交换关系
𝑣Γ + (−1)𝑛 Γ𝑣 = 0.
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这个算子的记号来源于物理学家的 𝛾5 矩阵,但物理学家考虑的 𝑉 是带
有 (1, 3)符号的内积的空间.
对我们而言,这个算子可以用来描述 Hodge对偶.

定义 9.13. 沿用上面的记号,定义Hodge ∗-算子

∗ = Γ ⋅ ∶ ∧• 𝑉 → ∧• 𝑉,

其中 ⋅表示 Clifford作用. 我们可以写下它在基上的作用:

∗ (𝑒𝑖1 ∧⋯ ∧ 𝑒𝑖𝑘) = (−1)𝜍 i⌈𝑛∕2⌉ 𝑒𝑗1 ∧⋯ ∧ 𝑒𝑗𝑛−𝑘 ,

其中 𝑗1, … , 𝑗𝑛−𝑘 表示 1, … , 𝑛 中除了 𝑖1, … , 𝑖𝑘 外的指标, 𝜎 是 1, … , 𝑛 的排列
𝑖1, … , 𝑖𝑘, 𝑗1, … , 𝑗𝑛−𝑘 的奇偶性.

这个算子能作用在流形𝑀的微分形式上,给出一个同构

∗∶ Ω𝑘(𝑀,ℂ) → Ω𝑛−𝑘(𝑀,ℂ).

它是同构的原因是 ∗2 = 1.

注意,我们的 ∗-算子和通常的定义相差 i的一个幂.
通过计算,容易证明 ∗-算子满足以下公式.

引理 9.14. 设𝑀是 𝑛维已定向流形.

• 若 𝛼, 𝛽 ∈ Ω𝑘(𝑀,ℂ),则

∫
𝑀
𝛼 ∧ ∗𝛽 = (−1)𝑘(𝑘±1)∕2 i⌈𝑛∕2⌉∫

𝑀
⟨𝛼, 𝛽⟩ ⋅ vol,

其中 ±号与 𝑛的奇偶性相反.
• 我们有

𝑑∗ = (−1)𝑛+1 ∗𝑑∗. ◻

定义 9.15. 我们定义 𝐸 = ∧• 𝑇∗𝑀上的 ℤ2-分次如下:

{ 𝐸
+ = {𝛼 ∣ ∗𝛼 = 𝛼},

𝐸− = {𝛼 ∣ ∗𝛼 = −𝛼},

这里 𝛼表示 𝐸的纤维中的元素,不一定是齐次的.

在这个分次下,对算子𝐷 = 𝑑+𝑑∗应用指标定理,我们将得到Hirzebruch
符号差定理.

我们回忆,若𝑀是 𝑛维流形, 4 ∣ 𝑛,则杯积给出了 𝐻𝑛∕2(𝑀;ℝ)上的双线
性型,其符号差 (正特征值的个数减去负特征值的个数)定义为𝑀 的符号差
𝜎(𝑀).
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命题 9.16. 设𝑀是 𝑛维已定向流形, 4 ∣ 𝑛. 在上面的记号下,

ind(𝐷) = 𝜎(𝑀).

证明 与之前一样, ker𝐷 = ℋ• 是调和形式的空间. 对 𝑘 = 0, 1, … , 𝑛∕2 − 1,
如果 {𝛼𝑖}是ℋ𝑘 的一组基,那么 {𝛼𝑖 ± ∗𝛼𝑖}就构成ℋ𝑘 ⊕ℋ𝑛−𝑘 的一组基. 这
说明 dims(ℋ𝑘 ⊕ℋ𝑛−𝑘) = 0,从而

dims ker𝐷 = dimsℋ𝑛∕2.

而如果 𝛼 ∈ ℋ𝑛∕2满足 ∗𝛼 = ±𝛼,那么上同调类 [𝛼] [𝛼]与 [𝑀]的配对是

∫
𝑀
𝛼 ∧ 𝛼 = ∫

𝑀
⟨𝛼, ∗𝛼⟩ ⋅ vol = ±∫

𝑀
|𝛼|2 ⋅ vol,

其正负号由 𝛼的分次决定,从而 dimsℋ𝑛∕2 = 𝜎(𝑀). ◻

定理 9.17 (Hirzebruch符号差定理). 设𝑀是 𝑛维已定向流形, 4 ∣ 𝑛. 则

𝜎(𝑀) = 1
(πi)𝑛∕2 ∫𝑀

det1∕2 Ω∕2
tanhΩ∕2.

这里,积分号里的项也被称为 𝐿类 (𝐿-genus),记作 𝐿(𝑀).

证明 注意到, 𝐸的分次实际上是由 𝑆的分次诱导的,因为 𝑆±实际上就是 Γ
的作用的 ±1-特征子空间. 因此,𝑊只有偶数次部分. 由 (9.8),我们有

𝐴(𝑀) ch(𝑊) = 𝐴(𝑀) tr𝑊(exp(−Ω𝑊))

= det1∕2( Ω∕2
sinhΩ∕2) 2

𝑛∕2 det1∕2(cosh Ω2 )

= 2𝑛∕2 𝐿(𝑀). ◻

Dolbeault算子
下面,我们通过指标定理,来计算全纯向量丛的 Euler示性数.
在开始之前,我们回忆复几何中的一些构造. 设𝑀是 Kähler流形,也就

是一个复流形,其切丛带有一个相容的 Hermite度量. 我们有

𝑇𝑀 ⊗
ℝ
ℂ ≃ 𝑇1,0𝑀 ⊕𝑇0,1𝑀,

这两个子丛是 𝑇𝑀 上 “乘以 i” 的操作的 (±i)-特征子空间. 我们有 𝑀 上
(𝑝, 𝑞)-微分形式的空间

Ω𝑝,𝑞(𝑀) = Γ(𝑀, (∧𝑝(𝑇1,0𝑀)∨) ∧ (∧𝑞(𝑇0,1𝑀)∨)) ⊂ Ω𝑝+𝑞(𝑀ℝ,ℂ),
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其中𝑀ℝ是𝑀对应的实流形. 在局部坐标下,我们将一个 (𝑝, 𝑞)-形式写成

𝛼 = 𝛼𝑖1⋯𝑖𝑝𝑗1⋯𝑗𝑞 𝑑𝑧
𝑖1 ∧⋯ ∧ 𝑑𝑧𝑖𝑝 ∧ 𝑑𝑧𝑗1 ∧⋯ ∧ 𝑑𝑧𝑗𝑞

的形式. 此时, de Rham算子 𝑑分成次数 (1, 0)和 (0, 1)部分,记为

𝜕∶ Ω𝑝,𝑞(𝑀) → Ω𝑝+1,𝑞(𝑀),
𝜕 ∶ Ω𝑝,𝑞(𝑀) → Ω𝑝,𝑞+1(𝑀),
𝑑 = 𝜕 + 𝜕.

下面,设 𝐸 → 𝑀是一个全纯向量丛,即转移映射是全纯映射的复向量丛.
和上面同理,我们定义

Ω𝑝,𝑞(𝑀, 𝐸) = Γ(𝑀, (∧𝑝(𝑇1,0𝑀)∨) ∧ (∧𝑞(𝑇0,1𝑀)∨) ⊗ 𝐸)

为 𝐸-取值的 (𝑝, 𝑞)-形式的空间. 此时,只有 𝜕算子能够良好地定义. 链复形

(Ω0,•(𝑀, 𝐸), 𝜕)

称为 𝐸的 Dolbeault链复形,其上同调

𝐻•
𝜕(𝑀, 𝐸) = 𝐻•(Ω0,•(𝑀, 𝐸), 𝜕)

称为 𝐸的 Dolbeault上同调. 事实上,它与层上同调 𝐻•(𝑀,𝒪(𝐸))同构,这一
结论称为 Dolbeault定理.

和 de Rham算子的情形类似,我们定义

Δ𝜕 = (𝜕 + 𝜕∗)2 = 𝜕𝜕∗ + 𝜕∗𝜕.

则

ker(𝜕 + 𝜕∗) = kerΔ𝜕 ≃ 𝐻•
𝜕(𝑀, 𝐸).

另外,我们还有
Δ𝜕 =

1
2Δ,

其中 Δ是 de Rham算子定义的 Laplace算子. 我们定义

𝐷 = √2 (𝜕 + 𝜕∗),

则 𝐷2 = Δ,从而 𝐷是向量丛 ∧•(𝑇0,1𝑀)∨ ⊗ 𝐸上的 Dirac算子. 相应地,我们
得到 Clifford作用的坐标表达式

𝑐(𝑑𝑧𝑖) = −√2 𝜄𝑖, 𝑐(𝑑𝑧𝑖) = √2 (𝑒𝑖 ∧ ).

和 de Rham算子的情况一样, 𝐷的指标就是 Euler数 𝜒(𝑀, 𝐸).
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命题 9.18. 沿用上面的记号,我们有

ind(𝐷) = 𝜒(𝑀, 𝐸) =
𝑛
∑
𝑖=0

(−1)𝑖 dim𝐻𝑖
𝜕(𝑀, 𝐸). ◻

定理 9.19 (Hirzebruch–Riemann–Roch). 设 𝑀 是 𝑛维 Kähler流形, 𝐸 → 𝑀
是全纯向量丛. 则

𝜒(𝑀, 𝐸) = 1
(−2πi)𝑛 ∫𝑀

td(𝑀) ch(𝐸),

其中 td(𝑀)是 Todd类,定义为

td(𝑀) = det Ω
eΩ − 1.

证明 记 Λ = ∧•(𝑇0,1𝑀)∨. 与 (9.11)的证明同理,我们有

ΩΛ = Ω𝑗
𝑖 (𝑒

𝑖∧) ∘ 𝜄𝑗 = −12Ω𝑖𝑗 𝑐𝑖𝑐𝑗 .

由 (9.9),知

ΩΛ −Ω𝑆 = −14 ∑𝑖
Ω 𝑖𝑖 (𝑐𝑖𝑐𝑖 + 𝑐𝑖𝑐𝑖)

= 1
2 ∑𝑖

Ω 𝑖𝑖 =
1
2 trΩ,

其中最后一步来自于 (5.14)的证明. 从而

Ω𝑊 = ΩΛ⊗𝐸 −Ω𝑆 = Ω𝐸 + 1
2 trΩ.

由于 𝑇𝑀 ⊗ℝ ℂ ≃ 𝑇𝑀 ⊕ 𝑇𝑀,我们有

𝐴(𝑀ℝ) = (−1)∗𝐴(𝑇𝑀)2

= (−1)∗ det Ω∕2
sinhΩ∕2

= (−1)∗ td(𝑀) det(eΩ∕2),

其中 (−1)∗的意思是将 2𝑘-形式的部分乘以 (−1)𝑛𝑘. 从而

𝐴(𝑀) trs e−Ω
𝑊 = (−1)∗ td(𝑀) trs e−Ω

𝐸 . ◻

注 9.20. 这一公式的更常见的形式,也是我们之前叙述的版本,是

𝜒(𝑀, 𝐸) = ∫
𝑀
Td(𝑀)Ch(𝐸),

其中 Td和 Ch是我们修改定义 (9.4.2)之前的示性类,也就是说,把 td和 ch
的定义中的 Ω都换成 −Ω∕2πi所得到的示性类. 由于只有 2𝑛-形式能被积分,
所以积分的系数相差了 (−2πi)𝑛. ◃
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10 指标定理 (下)

下面,我们完成上一节中忽略的关于热核的计算,然后在上一节的基础
上,引入 Lie群的作用,得到计算等变指标的公式. 和通常的指标定理不同,在
等变指标定理中,我们不需要在整个流形上积分,只需要在不动点集上积分.
当不动点的个数有限时,这个积分化为求和,我们就得到 Atiyah–Bott的不动
点公式,它是 Lefschetz不动点公式的推广.

热核的计算
首先,我们完成 (9.4)的证明,也就是通过热核 𝑘𝑡(𝑥, 𝑦)当 𝑡 → 0时在对角

线附近的渐进行为,得到流形的 𝐴示性类和向量丛的陈特征.
设 𝑥0 ∈ 𝑀,取法坐标系 𝑥 = exp𝑥0 x,其中 x ∈ 𝑈 ⊂ ℝ𝑛. 我们使用沿径向

的平行移动来将 𝐸平凡化,得到 𝑈上的平凡丛 𝐸 ≃ 𝑉 × 𝑈. 我们记

𝐿 = 𝐷2 ∶ 𝐶∞(𝑈, 𝑉) → 𝐶∞(𝑈, 𝑉)

为相应的广义 Laplace算子,并记

𝑘(𝑡, x) = 𝑘𝑡(𝑥, 𝑥0) ∈ End(𝑉).

它满足热方程

(𝜕𝑡 + 𝐿) 𝑘(𝑡, x) = 0.

证明的关键想法是对 𝑡和 x做缩放. 定义

𝑘𝜀(𝑡, x) = 𝜀𝑛∕2 𝑘(𝜀𝑡, 𝜀1∕2x).

这里, x的系数 𝜀1∕2 出现的原因是,热方程对 x求二阶导数,而只对 𝑡求一阶
导数;系数 𝜀𝑛∕2 是为了保证 𝑡 → 0时 𝑘𝜀(𝑡, x) → 𝛿(x). 例如,欧氏空间中 Δ算
子的热核 𝑞(𝑡, x)在这个缩放下是不变的.

我们还引入 Clifford代数上的缩放. 设 𝑉 ≃ 𝑆 ⊗𝑊,并设

𝛼(𝑡, −) ∈ 𝐶∞(𝑈,End(𝑉)) ≃ Γ(Cl(ℝ𝑛, 𝑔) ⊗ End(𝑊)),

其中 𝑔 = (𝑔𝑖𝑗)是𝑀的度量. 我们定义缩放算子 𝛿𝜀 如下:

𝛿𝜀𝛼(𝑡, x) =
𝑛
∑
𝑝=0

𝜀−𝑝∕2 𝛼𝑝(𝜀𝑡, 𝜀1∕2x),

其中 𝛼𝑝 是在 Clifford代数中分次为 𝑝的部分.
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定义 10.1. 设 𝜀 > 0. 我们定义经过缩放的热核

𝑟𝜀(𝑡, x) = 𝜀𝑛∕2 𝛿𝜀𝑘(𝑡, x),

它满足的热方程是

(𝜕𝑡 + 𝐿𝜀) 𝑟𝜀(𝑡, x) = 0,

其中 𝐿𝜀 = 𝜀 𝛿𝜀𝐿𝛿−1𝜀 .

这里, 𝐿𝜀 的表达式可以从恒等式 𝜕𝑡𝛿𝜀 = 𝜀 𝛿𝜀𝜕𝑡 得出.

命题 10.2. 作为 Ω•(𝑈,End(𝑊)) ≃ 𝐶∞(𝑈,End(𝑉))上的算子,我们有

lim
𝜀→0

𝐿𝜀 = 𝐾 = −∑
𝑖
(𝜕𝑖 −

1
4x

𝑗Ω𝑖𝑗(0) ∧ )
2
+Ω𝑊(0) ∧ ,

这里极限的意义是 𝐿𝜀 = 𝐾 + 𝑂(𝜀1∕2).

证明概要 记 𝑐𝑖 为 Clifford作用. 我们有 Lichnerowicz公式 [BGV92, §3.5]

𝐷2 = Δ𝐸 + 1
2Ω

𝑊(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) 𝑐𝑖𝑐𝑗 +
1
4𝑅,

其中 𝑅是标量曲率. 事实上,这个公式就是通过 Dirac算子与 Clifford联络的
关系,来计算 𝐷2得到的结果. 它是Weitzenböck恒等式的一个推广形式.

由这一表达式,我们能立即得出 𝐿𝜀 的表达式. 记 ∇𝜀 = 𝜀1∕2𝛿𝜀∇𝐸𝛿−1𝜀 ,则

𝐿𝜀 = −∑
𝑖
((∇𝜀

𝑖 )2 − 𝜀1∕2∇𝜀
∇𝑖𝑒𝑖)

+ 1
2Ω

𝑊(𝜀1∕2x)(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) (𝑒𝑖 − 𝜀𝜄𝑖) (𝑒𝑗 − 𝜀𝜄𝑗) + 1
4𝜀𝑅(𝜀

1∕2x).

另外,计算表明
lim
𝜀→0

∇𝜀
𝑖 = 𝜕𝑖 −

1
4x

𝑗Ω𝑖𝑗(0) ∧ .

现在,我们可以直接计算 lim𝜀→0 𝐿𝜀 了. 在 𝐿𝜀 的表达式中,带 𝜀的项通通消失,
剩下的项就给出了要证的公式. ◻

我们回忆热核 𝑘𝑡 的渐进展开式 (7.17). 它给出了热核 𝑟𝜀 的渐进展开

𝑟𝜀(𝑡, x)𝑝 ∼ 𝜀−𝑝∕2𝑞(𝑡, x)
∞
∑
𝑖=0

(𝜀𝑡)𝑖 Φ𝑖(𝜀1∕2x)𝑝

= 𝑞(𝑡, x)
∞
∑
𝑖=−𝑛

𝜀𝑖∕2 𝛾𝑖(𝑡, x)𝑝,
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其中下标 𝑝表示在 Clifford代数中分次为 𝑝的部分, 𝛾𝑖(𝑡, x)𝑝是由这一等式定
义的,即定义为式中 𝜀𝑖∕2的系数. 对 𝑝求和,得到

𝑟𝜀(𝑡, x) ∼ 𝑞(𝑡, x)
∞
∑
𝑖=−𝑛

𝜀𝑖∕2 𝛾𝑖(𝑡, x), (10.2.1)

其中,我们把 𝛾𝑖 看成微分形式

𝛾𝑖(𝑡, −) ∈ 𝐶∞(𝑈,End(𝑉)) ≃ Ω•(𝑈,End(𝑊)).

注意到

𝛾𝑖(0, x) ≡ { 1, 𝑖 = 0,
0, 𝑖 ≠ 0,

因为 𝑡 = 0时只有 Φ0(x) = id𝑉 一项有贡献. 我们对 (10.2.1)作用算子 𝜕𝑡 +𝐿𝜀 .
则由 (10.2),若 𝛾𝑖 是 𝑖最小的非零项,那么它应满足

(𝜕𝑡 + 𝐾) 𝛾𝑖(𝑡, x) = 0.

因此,当 𝑖 < 0时必有 𝛾𝑖 ≡ 0,因为若不然,则使 𝑖最小的那个 𝛾𝑖 满足以 0为初
值的热方程,从而恒为 0,矛盾. 作为推论,我们有

(𝜕𝑡 + 𝐾) 𝛾0(𝑡, x) = 0.

命题 10.3. 我们有

lim
𝜀→0

𝑟𝜀(𝑡, x) =

1
(4π𝑡)𝑛∕2 det

1∕2( 𝑡Ω∕2
sinh(𝑡Ω∕2)) exp(−

1
4𝑡 (

𝑡Ω
2 coth 𝑡Ω2 )(x, x) − 𝑡Ω𝑊).

证明 事实上,
lim
𝜀→0

𝑟𝜀(𝑡, x) = 𝑞(𝑡, x) 𝛾0(𝑡, x).

因此,剩下的工作就是解出热方程

(𝜕𝑡 + 𝐾) 𝛾0(𝑡, x) = 0.

实际上,我们只需验证命题中的表达式确实给出了热方程的解. 我们就不把
计算过程写出来了,读者可参见 [BGV92, §4.2]. ◻

定理 9.4的证明 在 (10.3)中取 𝑡 = 1, x = 0,就得到了我们要的表达式. ◻
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等变指标
接下来,我们进入这一节的主题,即等变指标定理.
设𝑀是偶数维可定向 Riemann流形,𝐻是紧拓扑群,它作用在𝑀上. 我

们要求这个作用保持𝑀的度量和定向.
设 𝐸 → 𝑀 是等变 Clifford模,带有一个 Hermite度量. 也就是说, 𝐸 也

带有 𝐻的作用,每个元素 𝛾 ∈ 𝐻把纤维 𝐸𝑥 映到 𝐸𝛾(𝑥). 我们要求这个作用保
持 Clifford作用,也保持 𝐸的度量.

命题 10.4. 在上述情况下, 𝐻-等变的 Dirac算子与 𝐻-等变的 Clifford超联络
一一对应. ◻

设 𝐷是𝐻-等变的 Dirac算子. 在以前,我们把 ℤ2-分次空间 ker𝐷的维数
定义成 𝐷 的指标. 但现在, ker𝐷 是 𝐻 的一个 ℤ2-分次的酉表示. 这里,元素
𝛾 ∈ 𝐻作用在截面 𝑠 ∈ Γ(𝐸)上的方式是

(𝛾 ⋅ 𝑠)(𝑥) = 𝛾𝐸 𝑠(𝛾−1𝑥),

其中 𝛾𝐸 ∶ 𝐸𝛾−1𝑥 → 𝐸𝑥 是 𝛾在 𝐸上的作用.

定义 10.5. 设 𝛾 ∈ 𝐻. 我们定义等变指标 (equivariant index)

ind(𝛾, 𝐷) = trs(𝛾|ker𝐷).

注意到 ind(1, 𝐷) = ind(𝐷). 和之前的情况类似,我们通过算子 𝐷2的谱理

论,得到等变指标的McKean–Singer公式.

定理 10.6 (McKean–Singer). 我们有

ind(𝛾, 𝐷) = trs(𝛾 e−𝑡𝐷
2) = ∫

𝑀
trs 𝑘𝑡,𝛾(𝑥, 𝑥) 𝑑𝑥,

其中 𝑘𝑡,𝛾 是算子 𝛾 e−𝑡𝐷2
的核. ◻

证明 和 (9.3)的证明一样,设 𝑉𝜆 = 𝑉+
𝜆 ⊕𝑉−

𝜆 是算子 𝐷2的 𝜆-特征子空间. 因
为 𝐷是 𝛾-等变的,所以 𝑉±

𝜆 都是 𝛾的不变子空间. 并且,当 𝜆 ≠ 0时,同构

𝐷∶ 𝑉+
𝜆 → 𝑉−

𝜆

保持 𝛾的作用. 这说明 trs(𝛾 e−𝑡𝐷
2 |𝑉𝜆) = 0. 我们就得到了第一个等号.

第二个等号的证明和 (9.3)的证明同理. ◻
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Aঞyah–Bo�不动点公式
Atiyah–Bott不动点公式是等变指标定理的一个特例,但放宽了一些假

设. 它也是 Lefschetz不动点公式的一个推广.
下面,我们设𝑀是紧可定向流形,拓扑群𝐻作用在𝑀上. 我们不要求𝐻

是紧的,也不要求其作用保持度量. 设 𝐸 → 𝑀是 𝐻-等变复超向量丛, 𝑑是 𝐸
上的𝐻-等变微分算子,满足

• 𝑑2 = 0.
• 上同调𝐻(𝑑) = 𝐻(Γ(𝐸), 𝑑)是有限维超向量空间.
• 存在 𝑀 上的 Riemann度量和 𝐸 上的 Hermite度量 (不必等变),使得
𝐷 = 𝑑 + 𝑑∗是 Dirac算子.

对 𝛾 ∈ 𝐻,我们定义

ind(𝛾, 𝑑) = trs(𝐻(𝛾)∶ 𝐻(𝑑) → 𝐻(𝑑)).

定理 10.7 (Atiyah–Bott不动点公式). 假设 𝛾 ∈ 𝐻在𝑀上的作用具有离散的
不动点集. 则当下面和式中每一项的分母都不为零时,有

ind(𝛾, 𝑑) = ∑
𝑥∶不动点

trs 𝛾𝐸𝑥
|det(1 − 𝛾−1𝑥 )|

,

其中 𝛾𝑥 ∶ 𝑇𝑥𝑀 → 𝑇𝑥𝑀和 𝛾𝐸𝑥 ∶ 𝐸𝑥 → 𝐸𝑥 都是 𝛾的作用.

在证明定理之前,我们先推出 Lefschetz不动点公式的一个特殊情形.

推论 10.8 (Lefschetz不动点公式). 在上述假设下,

∑
𝑥∶不动点

±1 =
𝑛
∑
𝑖=0

(−1)𝑖 tr𝐻𝑖(𝛾),

其中 𝐻𝑖(𝛾)∶ 𝐻𝑖(𝑀) → 𝐻𝑖(𝑀)是 𝛾诱导的映射,式中的 ±1等于 sgn det(1 −
𝛾−1𝑥 ).

证明 取 𝐸 = ∧• 𝑇∗𝑥𝑀 ⊗ ℂ,则等式右边就是 ind(𝛾, 𝑑),其中 𝑑是 de Rham微
分. 我们再来计算 trs 𝛾𝐸𝑥 . 此时 𝐸𝑥 ≃ ∧• 𝑇∗𝑥𝑀. 通过考虑 𝛾𝑥 的特征值,不难证
明

trs 𝛾𝐸𝑥 = det(1 − 𝛾−1𝑥 ). ◻

定理 10.7的证明 设 𝑥1, … , 𝑥𝑚是所有的不动点. 由 (10.6),我们有

ind(𝛾, 𝑑) = ∫
𝑀
trs 𝑘𝑡,𝛾(𝑥, 𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑚
∑
𝑖=0

∫
𝑀
𝜓𝑖(𝑥) trs 𝑘𝑡,𝛾(𝑥, 𝑥) 𝑑𝑥,
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其中函数 𝜓𝑖 取得使∑𝑖 𝜓𝑖 = 1,并且当 𝑖 > 0时, 𝜓𝑖 在 𝑥𝑖 附近恒等于 1. 我们
想要证明

lim
𝑡→0

𝜓𝑖(𝑥) 𝑘𝑡,𝛾(𝑥, 𝑥) =
⎧
⎨
⎩

𝛾𝐸𝑥𝑖
|det(1 − 𝛾−1𝑥𝑖 )|

𝛿𝑥𝑖 , 𝑖 > 0,

0, 𝑖 = 0,
然后积分并取迹,就得到了要证的等式.

事实上,热核 𝑘𝑡,𝛾 是能算出来的:

𝑘𝑡,𝛾(𝑥, 𝑦) = 𝛾 ⋅ 𝑘𝑡(𝛾−1𝑥, 𝑦),

其中 ⋅表示 𝛾在截面上的作用. 设 𝜑 ∈ Γ(𝐸)是测试函数. 记 𝑉 = 𝑇𝑥𝑖𝑀,并将
0 ∈ 𝑉的一个邻域通过法坐标系与 𝑥𝑖 的邻域等同起来,以便计算积分. 则

lim
𝑡→0

∫
𝑀
𝜓𝑖(𝑥) 𝑘𝑡,𝛾(𝑥, 𝑥) 𝜑(𝑥) 𝑑𝑥

= lim
𝑡→0

1
(4π𝑡)𝑛∕2 ∫𝑉

e−|𝛾
−1𝑥𝑖 x−x|

2∕4𝑡 𝛾 ⋅ 𝜑(x) (1 + 𝑂(x)) 𝑑x

=
𝛾𝐸𝑥𝑖

|det(1 − 𝛾−1𝑥𝑖 )|
𝜑(0),

其中最后一步是初等计算. 这一计算也说明 lim𝑡→0 𝜓0(𝑥) 𝑘𝑡,𝛾(𝑥, 𝑥) = 0. ◻

等变指标定理
在上一小节中,我们已经知道,算子的指标可以通过不动点处几何量的

求和来计算. 在等变指标定理中,我们不再要求不动点是离散的,并把算子的
指标写成不动点集上几何量的积分.

下面,设𝑀是偶数维紧可定向 Riemann流形,紧 Lie群 𝐻作用在𝑀上,
并保持其度量和定向. 对 𝛾 ∈ 𝐻,记

𝑀𝛾 = {𝑥 ∣ 𝛾𝑥 = 𝑥} ⊂ 𝑀.

由 Lie群的理论,𝑀𝛾 是𝑀的子流形,但需要注意的是,它可能是不同维数的
子流形的不交并.

在𝑀𝛾 上,我们有
𝑇𝑀|𝑀𝛾 = 𝑇𝑀𝛾 ⊕𝑁,

其中 𝑁 是法丛. 因为 𝛾的作用是等距同构,所以𝑀𝛾 是全测地子流形,从而
𝑇𝑀的 Levi-Civita联络分解成两个子丛上的联络的直和,我们记为

∇ = ∇0 ⊕∇𝑁 ,

其中 ∇0是 𝑇𝑀𝛾 上的 Levi-Civita联络.
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定义 10.9. 若𝑊 →𝑀是𝐻-等变的超向量丛,我们定义等变陈特征

ch(𝛾,𝑊) = tr𝑊s (𝛾 ⋅ e−Ω𝑊) ∈ Ω•(𝑀𝛾),

其中 Ω𝑊 是𝑊上的一个𝐻-等变的联络的曲率形式.

定理 10.10 (等变指标定理, Atiyah–Segal–Singer). 等变 Dirac算子 𝐷的指标
等于

ind(𝛾, 𝐷) = ∫
𝑀𝛾

(−2i)𝑛1∕2
(2πi)𝑛0∕2 𝑇𝑀 (

𝐴(𝑀𝛾) tr𝑊s ((𝛾𝐸)𝑛1 e−Ω
𝑊)

det1∕2(1 − 𝛾𝑁) det1∕2(1 − 𝛾𝑁e−Ω𝑁)
) 𝑑𝑥,

其中 𝑛0(𝑥) = dim𝑥𝑀𝛾 , 𝑛1 = 𝑛 − 𝑛0, 𝑇𝑀 是 Березин积分, (𝛾𝐸)𝑛1 的下标表
示 Clifford分次.

如果𝑀具有 𝐻-等变的旋量结构,并且𝑀𝛾 也具有旋量结构,那么这个公
式可以简化成

ind(𝛾, 𝐷) = ∫
𝑀𝛾

(−1)𝑛1∕2
(2πi)𝑛0∕2 𝑇𝑀 (𝐴(𝑀

𝛾) ch(𝛾,𝑊)
ch(𝛾, 𝑆(𝑁)) ) 𝑑𝑥,

其中,旋量丛 𝑆(𝑁)定义为

𝑆(𝑁) = HomCl(𝑀𝛾)(𝑆(𝑀𝛾), 𝑆(𝑀)|𝑀𝛾).

定理的第一个公式看起来很吓人,但它其实就是在第二个公式中,把陈
特征的计算公式写开来的结果. 另外,如果我们在第二个公式中取 𝛾 = 1,我
们就得到了非等变情形的指标定理 (9.5).

证明概要 我们在 (10.6)中已经知道,

ind(𝛾, 𝐷) = ∫
𝑀
trs 𝑘𝑡,𝛾(𝑥, 𝑥) 𝑑𝑥.

和之前的证明方法类似,我们把等变热核在对角线上做渐进展开:

𝑘𝑡,𝛾(𝑥, 𝑥) ∼
1

(4π𝑡)𝑛0∕2
∞
∑
𝑖=0

𝑡𝑖Φ𝑖,𝛾(𝑥).

这里,系数中 𝑡的次数是 −𝑛0∕2,因为热方程实际上只沿着𝑀𝛾 的方向进行演

化. 注意,这里的 Φ𝑖,𝛾 都是分布截面,即允许例如 𝛿-函数出现.
为了研究这些 Φ𝑖,𝛾 ,我们固定一个 𝑥0 ∈ 𝑀𝛾 ,并取法坐标系 𝑥 = exp𝑥0 x.

这个指数映射诱导了 𝑥0的邻域 𝑉到 0的邻域 𝑉′的微分同胚. 设 𝜑是𝑀上
的光滑函数,其支集包含于 𝑉. 我们做渐进展开

∫
𝑁𝑥0

𝑘𝑡,𝛾(x, x) 𝜑(x) 𝑑x ∼
1

(4π𝑡)𝑛0∕2
∞
∑
𝑖=0

𝑡𝑖Φ𝑖,𝛾,𝜑(𝑥0).
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通过对等变热核的计算 [BGV92, §§6.5–6.7],可以得到

Φ𝑖,𝛾,𝜑(𝑥0)𝑝 = { 𝐼𝛾(𝑥0)𝑝 𝜑(𝑥0), 𝑝 = 2𝑖 + 𝑛1,
0 𝑝 > 2𝑖 + 𝑛1,

(10.10.1)

其中下标 𝑝表示 Clifford分次, 𝐼𝛾 ∈ Γ(𝑀𝛾 , ∧• 𝑇∗𝑀 ⊗ EndCl(𝑀)(𝐸))定义为

𝐼𝛾 =
𝐴(𝑀𝛾) (𝛾𝐸)𝑛1 e−Ω

𝑊

det1∕2(1 − 𝛾𝑁) det1∕2(1 − 𝛾𝑁e−Ω𝑁)
.

事实上,当 dim𝑀𝛾 = 0时,这个等式的本质就是我们在证明 (10.7)时计算的
Gauß积分.

这一计算结果蕴涵了

Φ𝑖,𝛾(𝑥0) = 𝐼𝛾 ⋅ 𝛿𝑀𝛾 ,

其中 𝛿-函数 𝛿𝑀𝛾 作用在测试函数 𝜑上,给出的是 𝜑在𝑀𝛾 上的积分.
我们在𝑀上取一单位分解,将热核的积分化为局部的计算:

∫
𝑀
trs 𝑘𝑡,𝛾(𝑥, 𝑥) 𝑑𝑥 ∼ ∫

𝑈
𝑑𝑥0∫

𝑁𝑥0

trs 𝑘𝑡,𝛾(x, x) 𝜓(x) 𝑏𝑥0(x) 𝑑x,

其中我们省略了求和号, 𝑈 ⊂ 𝑀𝛾 是开集, 𝜓是单位分解, 𝑏𝑥0(x)是坐标变换
的系数. 令 𝜑(x) = 𝜓(x) 𝑏𝑥0(x),则上述积分关于 𝑡的渐进展开是

1
(4π𝑡)𝑛0∕2

∞
∑
𝑖=0

𝑡𝑖∫
𝑈
trs Φ𝑖,𝛾,𝜑(𝑥0)𝑛 𝑑𝑥0,

这里, 我们可以只考虑分次 𝑛 的项, 因为只有这些项能有非零的超迹. 令
𝑡 → 0,由 (10.10.1),我们得到

lim
𝑡→0

∫
𝑀
trs 𝑘𝑡,𝛾(𝑥, 𝑥) 𝑑𝑥 =

1
(4π)𝑛0∕2 ∫𝑀𝛾

trs Φ𝑛0∕2,𝛾,𝜑 𝑑𝑥

= (−2i)𝑛∕2
(4π)𝑛0∕2 ∫𝑀𝛾

𝑇𝑀(tr𝑊s 𝐼𝛾) 𝑑𝑥,

其中最后一步利用了 (9.5.1). 我们就证明了定理的第一个公式.
为了证明第二个公式,我们先来计算 ch(𝛾,𝑊). 因为对任意 𝛼 ∈ 𝑁∨

𝑥 ,都
有 𝛾𝑆 𝑐(𝛼) = 𝑐(𝛾𝑁𝛼) 𝛾𝑆 ,所以 𝛾𝑆 作为 Cl(𝑀)的截面,实际上是 Cl(𝑁∨)的截
面. 由于 𝛾𝐸 = 𝛾𝑊 ⊗ 𝛾𝑆 ,我们有

(𝛾𝐸)𝑛1 = 𝑇(𝛾𝑆) 𝛾𝑊 ,

其中 𝑇是 Cl(𝑁∨)上的 Березин积分. 对 𝛼 ∈ Spin(2𝑘) ⊂ Cl(2𝑘),有如下公式:

𝑇(𝛼) = ± det1∕2(1 − 𝜏(𝛼))∕2𝑘, (10.10.2)
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其中映射 𝜏是到 SO(2𝑘)的覆叠. 这个公式不难证明. 事实上,只需验证 𝑘 = 1
的情况即可. 在式中取 𝛼 = 𝛾𝑆 ,则 𝜏(𝛼) = 𝛾𝑁 . 从而

ch(𝛾,𝑊) = 1
𝑇(𝛾𝑆) tr

𝑊
s ((𝛾𝐸)𝑛1 e−Ω

𝑊)

= ±2𝑛1∕2
tr𝑊s ((𝛾𝐸)𝑛1 e−Ω

𝑊)
det1∕2(1 − 𝛾𝑁)

.

再来考虑 𝑆(𝑁)的陈特征. 可以证明,对 𝑆(𝑁)来说, (9.5.1)和 (10.10.2)的
相应版本也成立,从而

ch(𝛾, 𝑆(𝑁)) = (−2i)𝑛1∕2 𝑇(𝛾𝑆(𝑁) ⋅ e−Ω𝑆(𝑁))
= ±(−i)𝑛1∕2 det1∕2(1 − 𝛾𝑁e−Ω𝑁).

通过更仔细的计算 [BGV92, §6.4],可知两处正负号是相同的. 我们就导出了
第二个公式. ◻

11 等变上同调
从这一节开始,我们介绍等变上同调的理论. 我们首先从代数拓扑的角

度出发,建立这一理论,然后把流形的等变上同调也用微分形式表示出来. 这
个理论的一个有名的结论是 Atiyah–Bott局部化公式,这个公式把等变微分
形式的积分化为不动点集上的积分.

等变上同调
设 𝑋 是拓扑空间,拓扑群 𝐺 左作用在 𝑋 上. 我们想要研究商空间 𝑋∕𝐺,

也就是所有轨道构成的空间.
一般来说,这个空间不具有好的性质. 但如果这个作用是自由作用,也就

是说,它的轨道都同构于 𝐺,那么映射 𝑋 → 𝑋∕𝐺就成为一个 𝐺-主丛. 当 𝐺是
紧 Lie群, 𝑋是紧流形时, Lie理论的一个著名定理说明,商空间 𝑋∕𝐺也是流
形.

代数拓扑中的一个重要的方法是做替换,以使坏的对象变成好的对象.
我们可以将一端有界的链复形替换成拟同构的投射或内射链复形 (即消解),
也可以将任何的空间替换成弱同伦等价的 CW复形 (即 CW逼近). 同样的方
法可以应用到带群作用的空间上.

定义 11.1. 定义同伦商 (homotopy quotient)

𝑋 ∕h 𝐺 = 𝑋′∕𝐺,
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其中 𝑋′是满足以下条件的空间:

• 𝐺自由地作用在 𝑋′上,从而 𝑋′ → 𝑋′∕𝐺是 𝐺-主丛.

• 存在 𝐺-等变的同伦等价 𝑋′ ≃ 𝑋.

例如,我们可以取
𝑋′ = 𝑋 × E𝐺,

并令 𝐺分别作用在两个分量上.
可以证明,同伦商在同伦等价的意义下是唯一的.

定义 11.2. 设 𝑅是系数环. 则 𝑋 的等变上同调 (equivariant cohomology)定
义为

𝐻•
𝐺(𝑋; 𝑅) = 𝐻•(𝑋 ∕h 𝐺; 𝑅) ≃ 𝐻•((𝑋 × E𝐺)∕𝐺; 𝑅).

例如,我们有

𝐻•
𝐺(𝐺; 𝑅) ≃ 𝐻•({∗}; 𝑅),

𝐻•
𝐺({∗}; 𝑅) ≃ 𝐻•(B𝐺; 𝑅).

下面,再设 𝐸 → 𝑋是 𝐺-等变向量丛. 也就是说, 𝐺作用在全空间 𝐸上,元
素 𝑔 ∈ 𝐺把纤维 𝐸𝑥 映到 𝐸𝑔(𝑥),且这个映射是线性的.

我们可以把 𝐸 拉回到 𝑋′ 上,得到 𝐺-等变向量丛 𝐸′ → 𝑋′. 例如,若取
𝑋′ = 𝑋 × E𝐺,则 𝐸′ ≃ 𝐸 × E𝐺.
我们取同伦商,得到向量丛

𝐸 = 𝐸 ∕h 𝐺 → 𝑋 ∕h 𝐺.

定义 11.3. 等变向量丛𝐸 → 𝑋的等变示性类 (equivariant characteristic class)
就是向量丛 𝐸的示性类,它是𝐻•

𝐺(𝑋; 𝑅)的元素.

等变微分形式
接下来,我们打算用微分形式来描述流形的等变上同调. 事实上,这不是

一件容易的事,因为对 Lie群 𝐺来说,空间 E𝐺通常不是流形,所以我们需要
合理地实现 “E𝐺上的微分形式”这个不存在的概念.

设 𝐺 是紧 Lie群,作用在紧流形𝑀 上. 设 𝔤是 𝐺 的 Lie代数. 每个元素
𝑋 ∈ 𝔤可以看作𝑀上的向量场. 这个操作定义了 Lie代数同态

𝔤 → (Γ(𝑇𝑀), [ , ]).
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另外, 𝐺还可以作用在 Ω•(𝑀)上,每个元素 𝑔 ∈ 𝐺的作用是

(𝑔−1)∗ ∶ Ω•(𝑀) → Ω•(𝑀).

然而,如果我们直接取在这一作用下不变的元素的集合Ω•(𝑀)𝐺 ⊂ Ω•(𝑀),并
考虑它的上同调,我们并不能得到等变上同调. 例如,当𝑀 = {∗}时,我们希
望得到𝐻•(B𝐺),但这个链复形仍然给出𝐻•({∗}).

因此,我们的目标是定义 “de Rham链复形”

“Ω•(𝑀 × E𝐺)” 和 “Ω•(𝑀 × E𝐺
𝐺 )”.

即使 𝐺 在𝑀 上的作用是自由的,复形 Ω•(𝑀∕𝐺)也不等于 Ω•(𝑀)𝐺 . 例
如,我们考虑𝑀 = ℝ2 = ℝ𝑥 ⊕ ℝ𝑦,并令 𝐺 = ℝ通过 𝑥方向的平移作用在𝑀
上. 则

Ω1(𝑀)𝐺 = { 𝑓(𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑔(𝑦) 𝑑𝑦 },
Ω1(𝑀∕𝐺) = { 𝑔(𝑦) 𝑑𝑦 }.

我们真正感兴趣的是第二种微分形式,也就是下面定义中的 Ω•(𝑀)bas.

定义 11.4. 微分形式 𝛼 ∈ Ω•(𝑀)称为水平 (horizontal)的,如果对任意𝑋 ∈ 𝔤,
都有 𝜄𝑋𝛼 = 0. 定义

Ω•(𝑀)hor = {水平的形式},
Ω•(𝑀)bas = Ω•(𝑀)𝐺hor,

其中,第二个空间中的微分形式叫做基础 (basic)的.

我们还需要描述什么是 “Ω•(E𝐺)”. 这一描述来自于 Lie群的陈–Weil理
论. 我们回忆,示性类对应着曲率形式的不变多项式. 对 Lie群而言,这个对
应关系意味着

𝐻•(B𝐺;ℂ) ≃ ℂ[𝔤]𝐺,

这里 ℂ[𝔤] ≃ Sym• 𝔤∨是 (dim 𝔤)-元多项式环,而 𝐺通过伴随作用

Ad𝑔(𝑋) = 𝑔𝑋𝑔−1 (𝑔 ∈ 𝐺, 𝑋 ∈ 𝔤)

作用在这个多项式环上. 也就是说, 我们把 ℂ[𝔤] 的元素看成是万有丛
E𝐺 → B𝐺的 “曲率形式”的多项式.

定义 11.5. Lie代数 𝔤的Weyl代数定义为交换超代数

𝑊 •(𝔤) = Sym• 𝔤∨ ⊗∧• 𝔤∨,

其中,在第一项中 𝔤∨的分次为 2,在第二项中 𝔤∨的分次为 1.
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这个定义的意义如下. 设 𝑋1, … , 𝑋𝑛 是 𝔤的一组基,则Weyl代数的定义
式中,两个 𝔤∨的生成元分别记为 Ω𝑖 和 𝜔𝑖 . 元素

𝜔 = ∑𝑖 𝜔𝑖 ⊗𝑋𝑖 ∈ 𝑊 1(𝔤) ⊗ 𝔤,
Ω = ∑𝑖 Ω𝑖 ⊗𝑋𝑖 ∈ 𝑊 2(𝔤) ⊗ 𝔤,

分别称为万有联络 (universal connection)和万有曲率 (universal curvature).
事实上,对任意的 𝐺-主丛 𝐸 → 𝐵,若选好一个联络,则存在唯一的映射

𝑊 •(𝔤) → Ω•(𝐸),

使得 𝜔和 Ω在 Ω•(𝐸, 𝔤) ≃ Ω•(𝐸) ⊗ 𝔤中的像就是 𝐸 的联络和曲率形式. (注
意,主丛的联络形式是能在整体上定义的,这与向量丛的联络形式不同.)

这个万有性质说明, Weyl代数𝑊 •(𝔤)就是我们要找的 “Ω•(E𝐺)”.
为了真正地将这两者等同起来,我们还需要在𝑊 •(𝔤)上定义外微分和缩

并. 我们定义

𝜄𝑗𝜔𝑖 = 𝛿𝑖𝑗 , 𝑑𝜔𝑖 = Ω𝑖 − 1
2𝑐

𝑖
𝑗𝑘 𝜔𝑗 ∧ 𝜔𝑘,

𝜄𝑗Ω𝑖 = 0, 𝑑Ω𝑖 = 𝑐𝑖𝑗𝑘Ω𝑗 ∧ 𝜔𝑘,

其中 𝑐𝑖𝑗𝑘 是 𝔤的结构常数. 这么定义是为了满足 Ω = 𝑑𝜔 + (1∕2)[𝜔, 𝜔],以及
Bianchi恒等式 𝑑Ω = [Ω, 𝜔]. 这样,我们就有

𝑊 •(𝔤)hor = ℂ[𝔤], 𝑊 •(𝔤)bas = ℂ[𝔤]𝐺 ≃ 𝐻•(B𝐺).

定义 11.6. 𝑀上的等变微分形式 (equivariant differential form)是指

Ω•
𝐺(𝑀) = (Ω•(𝑀) ⊗𝑊 •(𝔤))bas

的元素. 这个链复形的上同调

𝐻•
𝐺(𝑀) = 𝐻•(Ω•

𝐺(𝑀), 𝑑)

称为𝑀的等变 de Rham上同调.

可以证明,等变 de Rham上同调和通过代数拓扑定义的等变上同调是同
构的.
等变微分形式还有另一种看上去不太相同的定义.

命题 11.7. 我们有

Ω•
𝐺(𝑀) ≃ (Sym• 𝔤∨ ⊗Ω•(𝑀))𝐺,

其中右边的 𝔤∨的分次是 2. 等号左边的外微分 𝑑对应右边的算子

𝑑 − 𝜄∶ 𝛼(𝑋) ↦ 𝑑𝛼(𝑋) − 𝜄𝑋𝛼(𝑋),

这里 𝛼看作从 𝔤到 Ω•(𝑀)的多项式映射.
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证明 只需要证明

(∧• 𝔤∨ ⊗Ω•(𝑀))hor ≃ Ω•(𝑀),

这样,在两边与 ℂ[𝔤]做张量积,并取 𝐺-不变的部分,就得到了要证明的同构.
我们定义从左边到右边的映射为取出 1 ⊗ Ω•(𝑀)的部分,也就是说,将

所有 𝜔𝑖 都映到 0. 我们把这个映射叫做 𝜀.
再来定义它的逆映射 𝜀−1. 也就是说,给定𝑀上的形式,我们要找出它在

∧>0 𝔤∨中缺失的部分,使得它变成水平的. 我们定义

𝜀−1 =∏
𝑖
(1 − 𝜔𝑖 𝜄𝑖).

因为 𝜄𝑖𝜔𝑖 = 1,所以 𝜄𝑖 ∘ (1 − 𝜔𝑖 𝜄𝑖) = 0,从而 𝜄𝑖 ∘ 𝜀−1 = 0. 这说明我们确实给出
了 𝜀的逆映射.

最后,我们来计算微分 𝑑𝔤 = 𝜀𝑑𝜀−1. 若 𝛼 ∈ Ω•(𝑀),我们有

𝑑𝔤𝛼 = 𝜀𝑑(𝛼 − 𝜔𝑖 𝜄𝑖𝛼 + 𝜔𝑖 𝜄𝑖𝜔𝑗 𝜄𝑗𝛼 −⋯)
= 𝜀(𝑑𝛼 − (𝑑𝜔𝑖) 𝜄𝑖𝛼 + (含 𝜔𝑖 的项))
= 𝑑𝛼 − Ω𝑖 𝜄𝑖𝛼.

由于我们把 Ω𝑖 视为 𝛼(𝑋)中的 𝑋方向,我们就证明了要证的等式. ◻

通过这个命题,我们可以写下等变微分形式的第二种定义.

定义 11.8. 𝑀上的等变微分形式是一个多项式映射

𝛼∶ 𝔤 → Ω•(𝑀),

它在 𝐺的作用下不变. 换言之,对任意 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑋 ∈ 𝔤,有

𝛼(Ad𝑔 𝑋) = 𝑔 ⋅ 𝛼(𝑋).

𝛼的等变外微分是
𝑑𝔤𝛼(𝑋) = 𝑑𝛼(𝑋) − 𝜄𝑋𝛼(𝑋).

当然,这一定义的动机是之前的那一个定义.

例 11.9. 如果𝑀 = {∗},那么等变微分形式就是一个元素

𝛼 ∈ ℂ[𝔤]𝐺,

也就是 𝔤上的一个 𝐺-不变多项式. 这和我们的预期是一致的.
再例如,设 𝐺是交换 Lie群. 则伴随作用 Ad是平凡的,从而,一个等变微

分形式就确实是一族 𝐺-不变的微分形式. ◃
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等变辛形式
下面,我们来了解等变微分形式的一个例子,即等变辛形式.
设 (𝑀, 𝜔)是辛流形. 也就是说,𝑀是偶数维流形, 𝜔是𝑀上的闭 2-形式,

它定义的切空间上的双线性型是非退化的. 一个典型的例子是

𝑀 = 𝑇∗𝑁, 𝜔 = ∑𝑖 𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑝𝑖,

其中𝑁是流形, 𝑑𝑥𝑖是𝑁的切向,而 𝑑𝑝𝑖是余切丛 𝑇∗𝑁中 𝑑𝑥𝑖所对应的方向.
这样定义的 𝜔不依赖于坐标的选取.

在Hamilton力学中,若𝑁是一个力学系统的位置空间,那么余切丛 𝑇∗𝑁
的纤维就是相应的动量空间. 力学系统的Hamilton函数 (Hamiltonian)

𝐻∶ 𝑀 = 𝑇∗𝑁 → ℝ

指定了每个状态的总能量,即动能与势能的和. 系统随时间的演化由𝑀上的
Hamilton向量场

𝑋𝐻 = 𝜔−1(𝑑𝐻)

的流给出,其中 𝜔−1表示每个点处的同构 𝜔𝑥 ∶ 𝑇𝑥𝑀 → 𝑇∗𝑥𝑀的逆映射.
设 Lie群 𝐺作用在𝑀上,并保持其辛形式,这个作用描述了力学系统的

一些对称性.

定义 11.10. 设 (𝑀, 𝜔)是辛流形, 𝐺是 Lie群. 一个 Hamilton作用是指二元
组 (𝐺 ↷ 𝑀, 𝜇),满足以下条件:

• 辛形式 𝜔在 𝐺的作用下不变.
• 𝜇∶ 𝔤 → 𝐶∞(𝑀)是等变微分形式,也就是说,它满足

𝜇(Ad𝑔(𝑋)) (𝑥) = 𝜇(𝑋) (𝑔−1𝑥) (𝑔 ∈ 𝐺, 𝑋 ∈ 𝔤, 𝑥 ∈ 𝑀).

映射 𝜇被称为动量映射 (moment map).

• 对任意 𝑋 ∈ 𝔤,函数 𝜇(𝑋)的 Hamilton向量场是 𝑋,也就是说,

𝜔−1(𝑑𝜇(𝑋)) = 𝑋.

我们通过一个例子来解释这个定义的意义. 这个例子也是 “动量映射”
这一称呼的来源.

例 11.11. 我们仍考虑辛流形 𝑀 = 𝑇∗𝑁, 其中 𝑁 是 Riemann流形. 我们把
𝑁 看作系统的位置空间. 令 𝐺 通过等距自同构作用在 𝑁 上. 例如,可以取
𝑁 = ℝ3, 𝐺 = SO(3).
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定义动量映射

𝜇(𝑋) (𝜉) = −⟨𝜉, 𝑋⟩𝑁 (𝜉 ∈ 𝑇∗𝑀).

每个点 𝜉描述了系统的位置和动量,而 𝜇(𝑋) (𝜉)就是这个动量沿 𝑋方向的分
量. 通过动量映射,我们也得到了一个元素

𝜇(𝜉) ∈ 𝔤∨.

当 𝑁 = ℝ3, 𝐺 = SO(3)时,这个 𝔰𝔬(3)∨的元素就是质点的角动量. ◃

通过动量映射,我们可以把辛形式 𝜔变成等变微分形式.

定义 11.12. 沿用上面的记号,我们定义𝑀的等变辛形式为

𝜔 = 𝜇 + 𝜔,

它将元素 𝑋 ∈ 𝔤映到微分形式 𝜇(𝑋) + 𝜔.

形式 𝜔确实是等变闭形式,因为

𝑑𝔤𝜔 = 𝑑𝜇(𝑋) + 𝑑𝜔 − 𝜄𝑋𝜔 = 0.

特别地,它确定了一个等变上同调类.

注 11.13. 几何量子化 (geometric quantisation)是数学物理中的一个著名的
方法. 给定一个经典力学系统,即辛流形,我们想要构造对应的量子力学系
统,这就是量子化问题. 几何量子化的第一步就是寻找一个 Hermite线丛,使
得其曲率等于 i𝜔,其中 𝜔是辛形式,然后将量子态定义为这个线丛的某些截
面. 在 𝐺-等变的情形下,要考虑的辛形式 𝜔就是我们定义的等变辛形式 𝜔.

等变示性类
下面,设 𝐸 → 𝑀 是一个 𝐺-等变的超向量丛. 我们想要通过等变微分形

式,来描述 𝐸的等变示性类.
首先,我们定义 𝐸-取值的等变微分形式的代数:

Ω•
𝐺(𝑀, 𝐸) = (Sym• 𝔤∨ ⊗Ω•(𝑀, 𝐸))𝐺 .

当然,等变微分形式也可以看成 𝔤 → Ω•(𝑀, 𝐸)的多项式.
我们也定义等变联络的概念,使得它与等变微分形式的外微分 𝑑𝔤相容.
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定义 11.14. 设 ∇是 𝐸上的一个 𝐺-不变的超联络. 我们定义

∇𝔤 ∶ Ω•
𝐺(𝑀, 𝐸) → Ω•

𝐺(𝑀, 𝐸),
𝛼(𝑋) ↦ ∇𝛼(𝑋) − 𝜄𝑋𝛼(𝑋),

从而,它满足以下 Leibniz法则: 对齐次元素 𝜔 ∈ Ω•
𝐺(𝑀), 𝛼 ∈ Ω•

𝐺(𝑀, 𝐸),

∇𝔤(𝜔 ∧ 𝛼) = 𝑑𝔤𝜔 ∧ 𝛼 + (−1)|𝜔| 𝜔 ∧ ∇𝔤𝛼.

映射 ∇𝔤称为一个 𝐺-等变超联络.

从等变联络出发,我们可以定义等变曲率,并通过等变曲率的不变多项
式得到等变示性类.

定义 11.15. 等变超联络 ∇𝔤的等变曲率 Ω𝔤 ∈ Ω•
𝐺(𝑀,End(𝐸))定义为

Ω𝔤𝛼(𝑋) = ∇2𝔤𝛼(𝑋) + ℒ𝑋𝛼(𝑋),

其中 𝛼 ∈ Ω•
𝐺(𝑀, 𝐸),记号 ℒ𝑋 表示 Lie导数.

这里,加入 Lie导数的项是为了使 Ω𝔤 成为一个张量 (即零阶微分算子).
事实上,当原先的联络 ∇是普通联络时,我们有

Ω𝔤𝛼(𝑋) = ∇2𝛼(𝑋) − [∇, 𝜄𝑋] 𝛼(𝑋) + ℒ𝑋𝛼(𝑋)
= Ω𝛼(𝑋) − ∇𝑋𝛼(𝑋) + ℒ𝑋𝛼(𝑋)

其中Ω是∇的曲率形式. 特别地,当 𝐸 = ∧• 𝑇∗𝑀且∇ = 𝑑时, Cartan公式说
明 [𝑑, 𝜄𝑋] = ℒ𝑋 ,从而 Ω𝔤 = 0.

注 11.16. 参照 (11.12),我们可以定义动量映射 𝜇∶ 𝔤 → Γ(End(𝐸))为

𝜇(𝑋) = Ω𝔤(𝑋) − Ω.

当∇是普通联络时,它就等于ℒ𝑋 −∇𝑋 . 我们已经在 (11.13)中提到了曲率形
式与辛形式的关系. ◃

接下来,我们来建立等变上同调的陈–Weil理论.

定理 11.17. 设 𝑓 ∈ ℂ[𝑥]是多项式. 则等变微分形式 trs 𝑓(Ω𝔤)是 𝑑𝔤-闭的,并
且,它决定的等变上同调类不依赖于超联络的选取.

证明 和非等变的情形类似,对 𝛼 ∈ Ω•
𝐺(𝑀,End(𝐸)),我们有

𝑑𝔤 trs 𝛼 = trs(∇𝔤𝛼).

由于 ∇𝔤Ω𝔤 = 0,我们有

𝑑𝔤 trs 𝑓(Ω𝔤) = trs(∇𝔤𝑓(Ω𝔤)) = 0.

定理最后一部分的证明和 (5.12)的证明同理. ◻
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推论 11.18 (等变陈–Weil理论). 等变曲率形式 Ω𝔤的不变多项式给出了等变

示性类,通过这种方式,不变多项式能与等变示性类一一对应. ◻

例如,我们可以定义等变陈特征

ch𝔤(𝐸) (𝑋) = trs e−Ω𝔤(𝑋),

或者采用 (9.4.2)之前的约定,定义为 trs eΩ𝔤(𝑋)∕2πi.
我们也可以定义等变 Euler类

𝑒𝔤(𝐸) (𝑋) = pf(−Ω𝔤(𝑋)).

我们在 §6中介绍的Mathai–Quillen理论也有等变的版本,也就是构造出等
变 Thom类. 这里,我们就不详细介绍了.

Кириллов公式
上一节,我们概述了等变指标定理 (10.10)的证明. 我们把等变指标表示

成了不动点集上的积分:

ind(𝛾, 𝐷) = ∫
𝑀𝛾

(−1)𝑛1∕2
(2πi)𝑛0∕2 𝑇𝑀 (𝐴(𝑀

𝛾) ch(𝛾,𝑊)
ch(𝛾, 𝑆(𝑁)) ) 𝑑𝑥.

事实上,如果我们从等变示性类出发,我们也能得到等变指标的一个表
达式,它将等变指标写成等变示性类在整个𝑀上的积分.

设紧 Lie群 𝐺作用在偶数维紧可定向 Riemann流形𝑀上,保持其度量
和定向. 设 𝔤是𝐺的 Lie代数. 设𝐷是等变 Clifford模 𝐸 → 𝑀上的等变Dirac
算子.

定理 11.19 (Кириллов公式5). 设 𝑋 ∈ 𝔤是 0附近的元素. 则

ind(e−𝑋 , 𝐷) = 1
(2πi)𝑛∕2 ∫𝑀

𝐴𝔤(𝑀) (𝑋) ch𝔤(𝑊) (𝑋).

注意到,这个表达式其实就是在 (9.5)中,把示性类换成等变示性类得到
的结果.

我们给出了等变指标的两个表达式,它们是有联系的. 这一联系就是下
一节中将要介绍的局部化公式,这个公式把等变微分形式的积分转换为不动
点集合上的积分. 通过局部化公式,我们能从 (10.10)推出 (11.19). 详细过程
可见 [BGV92, §8.1].

Кириллов公式还有另一个证明方法,也就是模仿 (9.5)的证明过程,对
等变热核做渐进展开,但仅考虑 𝐺的无穷小作用,就能得到等变示性类. 详细
的证明可见 [BGV92, §8.3].

5英文转录为 Kirillov.
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12 局部化公式
在这一节中,我们从几何与代数两种观点出发,证明等变微分形式的局

部化公式. 这个公式能够把等变微分形式的积分写成不动点集上的积分. 特
别地,如果不动点集是离散的,那么这个积分就化为一个求和.

Berline–Vergne局部化公式
设紧 Lie群 𝐺作用在紧流形𝑀上, 𝑛 = dim𝑀. 我们想要证明,一个等变

形式的积分只与它在不动点附近的取值有关. 证明的思路是利用 Stokes公
式,将整个流形上的积分化为不动点附近的积分.

这个想法可以通过下面的命题得到验证.

命题 12.1. 设 𝛼∶ 𝔤 → Ω•(𝑀)是光滑映射,不要求等变. 假设 𝑑𝔤𝛼 = 0. 则对
任意 𝑋 ∈ 𝔤,形式

𝛼(𝑋)𝑛 ∈ Ω𝑛(𝑀)

是𝑀 ⧵𝑀0(𝑋)上的恰当 (exact)形式,其中𝑀0(𝑋)是向量场𝑀的零点集.

证明 在𝑀 上取一个 𝐺-不变的度量. 设 𝜃是 𝑋 对应的 1-形式,即对任意向
量场 𝑌,有

𝜃(𝑌) = ⟨𝑋, 𝑌⟩.

虽然 𝜃不是等变形式,我们也还是记 𝑑𝔤𝜃 = (𝑑 − 𝜄𝑋)𝜃. 因为 𝑋的流保持𝑀的
度量,所以

𝑑2𝔤𝜃 = −ℒ𝑋𝜃 = 0.

另外, 𝑑2𝔤𝜃在𝑀 ⧵𝑀0(𝑋)上是可逆的偶数阶形式:

1
𝑑𝔤𝜃

= − 1
𝜄𝑋𝜃

(1 + 𝑑𝜃
𝜄𝑋𝜃

+ ( 𝑑𝜃𝜄𝑋𝜃
)
2
+⋯),

其中, 𝜄𝑋𝜃 = |𝑋|2在𝑀0(𝑋)以外都非零. 因此,

0 = 𝑑𝔤(𝑑𝔤𝜃 ∧
1
𝑑𝔤𝜃

) = 𝑑𝔤𝜃 ∧ 𝑑𝔤
1
𝑑𝔤𝜃

.

由于 𝑑𝔤𝜃可逆,知
𝑑𝔤

1
𝑑𝔤𝜃

= 0.

因此,对命题叙述中的 𝛼,我们有

𝛼(𝑋) = 𝑑𝔤
𝜃 ∧ 𝛼(𝑋)
𝑑𝔤𝜃

,



112 示性类与指标定理

从而

𝛼(𝑋)𝑛 = 𝑑[(𝜃 ∧ 𝛼(𝑋)𝑑𝔤𝜃
)
𝑛−1

]. ◻

下面,我们假设𝑀0(𝑋)是离散的集合. 对每个 𝑝 ∈ 𝑀0(𝑋),子群

𝐻 = {e𝑡𝑋 ∣ 𝑡 ∈ ℝ} ⊂ 𝐺

作用在切空间 𝑇𝑝𝑀 上. 从而,这个群的无穷小生成元 𝑋 也作用在切空间上,
我们将这个作用记为

𝐿𝑝 ∶ 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝑝𝑀.

事实上, 𝐿𝑝 就是 Lie导数,即向量场的 Lie括号 𝐿𝑝(−) = [𝑋,−]𝑝.

引理 12.2. 𝐿𝑝 是可逆线性映射.

证明 若不然,则存在 0 ≠ 𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑀,使得 𝐿𝑝𝑣 = 0. 这意味着 𝑋的流将 𝑣固
定不动,从而对任意 𝑡 ∈ ℝ, exp𝑝(𝑡𝑣)都是 𝐻作用的不动点,其中 𝐻 ⊂ 𝐺是上
面定义的子群 (注意𝑀上的度量是 𝐺-不变的). ◻

而 𝐺通过等距同构作用在𝑀上,从而 𝐿𝑝 ∈ 𝔰𝔬(𝑇𝑝𝑀). 因此,引理说明𝑀
一定是偶数维. 此时,我们可以得到 Pfaff值

pf(𝐿𝑝) = ± det1∕2(𝐿𝑝),

其中正负号取决于𝑀的定向.

定理 12.3 (Berline–Vergne公式). 设 𝛼∶ 𝔤 → Ω•(𝑀)是光滑映射,不要求等
变. 假设 𝑑𝔤𝛼 = 0. 固定一个元素 𝑋 ∈ 𝔤. 如果𝑀0(𝑋)是离散的集合,那么

∫
𝑀
𝛼(𝑋) = (−2π)𝑛∕2 ∑

𝑝∈𝑀0(𝑋)

𝛼(𝑋)0(𝑝)
pf(𝐿𝑝)

,

其中 𝑛 = dim𝑀,下标 0表示取 0-形式的部分.

证明 取 𝑇𝑝𝑀的一组与定向相符的标准正交基,使得 𝐿𝑝 表示为分块对角阵

diag(( 0 𝑎1
−𝑎1 0 ), … , (

0 𝑎𝑛∕2
−𝑎𝑛∕2 0 )).

在 𝑝附近建立法坐标系,则 𝑋的表达式是

𝑋 = 𝑎1(𝑥2 𝜕1 − 𝑥1 𝜕2) +⋯+ 𝑎𝑛∕2(𝑥𝑛 𝜕𝑛−1 − 𝑥𝑛−1 𝜕𝑛).

事实上, 𝑋 是一个 Killing向量场 (也就是说,它的流保持𝑀 的度量),它在整
个流形上的值能由一个点处的信息确定.
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和 (12.1)的证明中一样,我们令

𝜃 = 1
𝑎1
(𝑥2 𝑑𝑥1 − 𝑥1 𝑑𝑥2) +⋯+ 1

𝑎𝑛∕2
(𝑥𝑛 𝑑𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−1 𝑑𝑥𝑛).

则 ℒ𝑋𝜃 = 0,且 𝜄𝑋𝜃 = ∑𝑖(𝑥𝑖)2.
我们在每个 𝑝 ∈ 𝑀0(𝑋)附近构造这样的 𝜃,然后通过单位分解,得到整

个𝑀上的 1-形式 𝜃,满足

• ℒ𝑋𝜃 = 0,并且在𝑀0(𝑋)以外,有 𝜄𝑋𝜃 ≠ 0.
• 在每个 𝑝 ∈ 𝑀0(𝑋)附近, 𝜃与上面构造的 𝜃相同.

借助 (12.1)中的计算,我们有

∫
𝑀
𝛼(𝑋) = lim

𝜀→0
∫
𝑀⧵⋃𝑝 𝐵𝜀(𝑝)

𝛼(𝑋)

= lim
𝜀→0

∫
𝑀⧵⋃𝑝 𝐵𝜀(𝑝)

𝑑 𝜃 ∧ 𝛼(𝑋)(𝑑 − 𝜄𝑋) 𝜃

= − lim
𝜀→0

∑
𝑝∈𝑀0(𝑋)

∫
𝜕𝐵𝜀(𝑝)

𝜃 ∧ 𝛼(𝑋)
(𝑑 − 𝜄𝑋) 𝜃

.

此时,式中的每个形式都有具体的坐标表达式. 通过初等的计算, 𝜕𝐵𝜀(𝑝)上的
积分等于

(−2π)𝑛∕2 ⋅ 𝛼(𝑋)0(𝑝)𝑎1⋯𝑎𝑛∕2
= (−2π)𝑛∕2 ⋅ 𝛼(𝑋)0(𝑝)pf(𝐿𝑝)

. ◻

几个应用
下面,我们介绍这个结论的两个应用. 第一个应用是计算示性数的 Bott

公式. 我们回忆,若

Φ ∈ ℂ[𝔰𝔬(𝑛)]SO(𝑛) ≃ ℂ[𝑝1, … , 𝑝𝑛∕2−1, 𝑒]

是不变多项式 (参见 3.12),则 Φ所对应的𝑀的示性数是

Φ(𝑀) = (−12π )
𝑛∕2

∫
𝑀
Φ(Ω).

定理 12.4 (Bott公式). 如果 𝑆1作用在𝑀上,其不动点集是离散的,那么

Φ(𝑀) = ∑
𝑝∶不动点

Φ(𝐿𝑝)
pf(𝐿𝑝)

.

这里我们说的 𝐿𝑝 是相对于 𝑆1的 Lie代数的一个生成元 𝑋而言的,但事
实上,不难看出这个表达式的值不依赖于生成元的选取.
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证明 选取𝑀上的 𝑆1-不变度量,我们有等变曲率形式

Ω𝔤(𝑋) = Ω + 𝜇(𝑋),

其中 𝜇是动量映射 (11.16). 由陈–Weil理论, 𝑑𝔤Φ(Ω𝔤) = 0. 利用局部化公式,
我们得到

Φ(𝑀) = (−12π )
𝑛∕2

∫
𝑀
Φ(Ω + 𝜇(𝑋))

= ∑
𝑝∶不动点

Φ(𝜇(𝑋))
pf(𝐿𝑝)

.

而由 (11.16), 𝜇(𝑋) = ℒ𝑋 − ∇𝑋 ,后一项在不动点处消失,而前一项就给出了
我们需要的 𝐿𝑝. ◻

我们要介绍的第二个应用是 Duistermaat–Heckman公式,它描述了辛
流形的 Liouville测度沿动量映射的前推.

定理 12.5 (Duistermaat–Heckman公式). 设 (𝑀, 𝜔)是紧辛流形, (𝐺 ↷ 𝑀, 𝜇)
是 Hamilton作用. 取一个元素 𝑋 ∈ 𝔤,假定𝑀0(𝑋)是离散的集合. 则

∫
𝑀
ei𝜇(𝑋) 𝜔

𝑛∕2

(𝑛∕2)! = (2πi)𝑛∕2 ∑
𝑝∈𝑀0(𝑋)

ei𝜇(𝑋)(𝑝)
pf(𝐿𝑝)

.

事实上,这个公式就是使用稳定相位法近似计算左边的积分得到的公式,
但误差项消失了. 也就是说,这个近似结果实际上是精确的.

定理中, 𝑛-形式 𝜔𝑛∕2∕(𝑛∕2)!称为 Liouville测度,它是辛流形上典范的
测度. 通过动量映射 𝜇∶ 𝑀 → 𝔤∨,我们可以定义 𝔤∨上的测度 𝜈,使得

∫
𝔤∨
𝑓 𝑑𝜈 = ∫

𝑀
(𝑓 ∘ 𝜇) 𝜔𝑛∕2

(𝑛∕2)! .

测度 𝜈称为 Duistermaat–Heckman测度,它是 Liouville测度沿动量映射
的前推. 这样,定理中等式的左边就能写成

∫
𝔤∨
ei⟨−,𝑋⟩ 𝑑𝜈,

被积分的项其实是 Duistermaat–Heckman测度的 Fourier变换. 从这个角度
出发,可以证明 Duistermaat–Heckman公式的一个等价形式,即度量 𝜈实际
上是由 𝔤∨ 中的一些多面体上的多项式函数拼起来而得到的. 读者可参见
[AB84].
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定理 12.5的证明 我们有

∫
𝑀
ei𝜇(𝑋) 𝜔

𝑛∕2

(𝑛∕2)! = (−i)𝑛∕2∫
𝑀
ei𝜇(𝑋) ei𝜔

= (−i)𝑛∕2∫
𝑀
ei𝜔̃(𝑋),

其中,等变辛形式 𝜔 = 𝜔 + 𝜇是等变闭形式,因此, 𝑑𝔤ei𝜔̃ = 0. 使用局部化公
式就完成了证明. ◻

一般的局部化公式
下面,我们不再要求𝑀0(𝑋)是离散的. 和我们介绍等变指标定理时类似,

这时𝑀0(𝑋)是𝑀 的子流形,但可能是不同维数的子流形的不交并. 设 𝑁 是
法丛. 与之前不同,现在𝑀可能是奇数维的,但 𝑁的秩一定是偶数,其原因和
(12.2)相同.

我们记

𝔤0 = {𝑌 ∈ 𝔤 ∣ [𝑌, 𝑋] = 0} ⊂ 𝔤,

并设 𝐺0 = exp 𝔤0 ⊂ 𝐺. 则作用 𝐺0 ↷ 𝑀保持向量场 𝑋不变,从而 𝐺0 的作用
也保持了子流形𝑀0(𝑋) (但并非将它固定不动). 这又诱导了 𝐺0在法丛 𝑁上
的作用.

在 𝑁上取 𝐺0-不变的度量和联络,我们能得到 𝐺0-等变的曲率形式

Ω𝑁𝔤0(𝑌) = Ω𝑁 + 𝜇𝑁(𝑌),

其中 𝑌 ∈ 𝔤0.

定理 12.6 (Berline–Vergne公式). 设 𝛼∶ 𝔤 → Ω•(𝑀)是光滑映射,不要求等
变. 假设 𝑑𝔤𝛼 = 0. 固定一个元素 𝑋 ∈ 𝔤. 则对足够靠近 𝑋的 𝑌 ∈ 𝔤0,有

∫
𝑀
𝛼(𝑌) = ∫

𝑀0(𝑋)
(2π)𝑛1∕2 𝛼(𝑌)

𝑒𝔤0(𝑁) (𝑌)
,

其中 𝑛1(𝑥) = 𝑛 − dim𝑥𝑀0,而 𝑒𝔤0 是等变 Euler类. 特别地,

∫
𝑀
𝛼(𝑋) = ∫

𝑀0(𝑋)
(−2π)𝑛1∕2 𝛼(𝑋)

pf(Ω𝑁 + 𝐿𝑁) ,

其中 𝐿𝑁 的定义和之前的 𝐿𝑝 同理.

定理的证明方法与之前类似,但涉及冗长的曲率计算. 详细的证明可见
[BGV92, §7.2]. 不过,我们在下一节将给出这一公式的另一证明路径.
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Aঞyah–Bo�局部化定理
设紧 Lie群 𝐺作用在流形𝑀上,设 𝑇 ⊂ 𝐺是极大环面. 则有一个自然的

映射

𝑖♯ ∶ 𝐻•
𝐺(𝑀;ℂ) → 𝐻•

𝑇(𝑀;ℂ).

可以证明,这一映射是单射,且其像是 𝐻•
𝑇(𝑀;ℂ)𝑊 ,其中𝑊是Weyl群. 因此,

我们可以只研究𝐻•
𝑇(𝑀),然后将𝐻•

𝐺(𝑀)从其中恢复出来.
设 𝐹 ⊂ 𝑀是 𝑇-不动点的集合. 我们将证明,映射

𝑖∗ ∶ 𝐻•
𝑇(𝑀;ℂ) → 𝐻•

𝑇(𝐹;ℂ)

几乎是一个同构,并从中得到局部化公式.
设 𝑋1, … , 𝑋ℓ 是 𝑇的 Lie代数 𝔱的一组基. 则

𝐻•
𝑇({∗};ℂ) ≃ ℂ[𝔱]𝑇 ≃ ℂ[𝔱] ≃ ℂ[𝑋𝑖].

因此,等变上同调环𝐻•
𝑇(𝑀)实际上是一个 ℂ[𝑋𝑖]-代数.

从代数几何的角度看, ℂ[𝑋𝑖]-代数𝐻•
𝑇(𝑀;ℂ)实际上是仿射空间

Specℂ[𝑋𝑖] ≃ ℂℓ ≃ 𝔱 ⊗ ℂ

上的一个拟凝聚代数层. 我们将这个拟凝聚层记为ℋ. 这个代数层的支集是

supp𝐻 = ⋂
𝑓∈ℂ[𝑋𝑖]
𝑓𝐻=0

𝑉(𝑓) = 𝑉(ann𝐻),

其中𝐻 = 𝐻•
𝑇(𝑀;ℂ),记号 𝑉(𝑓)表示 𝑓的零点集, ann𝐻是𝐻的零化子.

引理 12.7. 设 𝐾 ⊂ 𝑇是闭子群. 如果存在 𝑇-等变的映射𝑀 → 𝑇∕𝐾 (换言之,
𝑀中的 𝑇-轨道至多被压缩成 𝑇∕𝐾),那么

supp𝐻 ⊂ 𝔨 ⊗ ℂ,

其中 𝔨是 𝐾的 Lie代数. 特别地,如果 𝐾 ≠ 𝑇,那么𝐻是挠模.

证明 设 𝑓 ∈ ℂ[𝔱],满足 𝑓|𝔨⊗ℂ = 0. 我们只需要证明 𝑓𝐻 = 0.
我们有

𝐻•
𝑇(𝑇∕𝐾) ≃ 𝐻•(𝑇∕𝐾 × E𝑇

𝑇 ) ≃ 𝐻•(E𝑇∕𝐾) ≃ 𝐻•
𝐾({∗}) ≃ ℂ[𝔨],

其中第三个等号是因为 (1.23). 而由假设,我们有𝐻•
𝑇(𝑇∕𝐾)-模的交换图

𝐻•
𝑇(𝑇∕𝐾) 𝐻•

𝑇(𝑀)

𝐻•
𝑇(𝑇∕𝐾) 𝐻•

𝑇(𝑀) .
𝑓 𝑓
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因为 𝑓|𝔨⊗ℂ = 0,所以左边的竖直映射为零,而右边的竖直映射由左边的映射
诱导,故也为零. ◻

我们回忆,如果子群 𝐾 ⊂ 𝑇是某个点 𝑝 ∈ 𝑀的稳定子,即

𝐾 = {𝑡 ∈ 𝑇 ∣ 𝑡𝑝 = 𝑝},

就称 𝐾是一个迷向子群 (isotropy subgroup).

引理 12.8. 沿用上面的记号,则作为 𝔱 ⊗ ℂ的子集,有

supp𝐻 ⊂ ⋃
𝐾⊂𝑇 迷向

𝔨 ⊗ ℂ,

并且,这样的迷向子群只有有限个.

证明 设 𝑂 ≃ 𝑇∕𝐾 ⊂ 𝑀 是一个 𝑇-轨道. 通过不变度量的指数映射,我们能
得到 𝑂的一个 𝑇-不变的管状邻域𝑈,它有一个 𝑇-等变的投影映射𝑈 → 𝑇∕𝐾.
因此,对任何 𝑇-不变的开集 𝑈′ ⊂ 𝑈,都有

supp𝐻•
𝑇(𝑈′;ℂ) ⊂ 𝔨 ⊗ ℂ.

我们把 𝑈和轨道 𝑂的法丛中零截面的 𝜀-邻域等同起来. 则 𝑇在 𝑈上的
作用可以如下描述: 首先把 𝐾作用在法丛的纤维上,然后通过 𝑇∕𝐾的作用移
动到别的纤维上. 并且, 𝐾在纤维上的作用是线性的,且在每个纤维上作用的
方式相同. 因此,这些纤维中的点的稳定子群,实际上就是 𝐾关于这个线性作
用的迷向子群.

因为 GL(𝑛)的交换子群的所有元素可同时对角化,所以 𝑇 ↷ 𝑈 的所有
迷向子群就是 𝐾 的有限个子群. 而紧流形𝑀 可被有限个这样的 𝑈 覆盖,从
而 𝑇 ↷ 𝑀只有有限个迷向子群.

最后,关于支集的命题不难通过Mayer–Vietoris序列得到. ◻

设 𝐹 ⊂ 𝑀是 𝑇-不动点的集合. 则 𝐹以外的点的稳定子群都是 𝑇的真子
群. 上面的命题说明,𝑀的等变上同调在这些地方都是 “几乎为零”的. 下面
的定理就是这个想法的严格表述.

定理 12.9 (Atiyah–Bott局部化定理). 在上面的记号下,映射

𝑖∗ ∶ 𝐻•
𝑇(𝑀;ℂ) → 𝐻•

𝑇(𝐹;ℂ)

的核与余核的支集都包含于

⋃
𝐾⊊𝑇 迷向

𝔨 ⊗ ℂ.

特别地,其核与余核作为 ℂ[𝔱]-模都是挠模.
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证明 我们有上同调的长正合列

⋯→ 𝐻•
𝑇(𝑀, 𝐹) → 𝐻•

𝑇(𝑀) → 𝐻•
𝑇(𝐹) → 𝐻•+1

𝑇 (𝑀, 𝐹) → ⋯ ,

其中𝐻•
𝑇(𝑀, 𝐹)是相对等变上同调,读者不难猜出其定义.

为了证明定理,我们只需要证明

supp𝐻•
𝑇(𝑀, 𝐹) ⊂ ⋃

𝐾⊂𝑇 迷向
𝔨 ⊗ ℂ,

其中 𝐾取遍 𝑇 ↷ 𝑀 ⧵ 𝐹的所有 (有限个)迷向子群.
通过不变度量的指数映射, 我们可以取 𝐹 的 𝑇-等变管状邻域 𝑈. 将

(12.8)的证明稍作修改,也就是把这里的 𝑈 加入到证明中的开覆盖中,我们
实际上证明了

supp𝐻•
𝑇(𝑀,𝑈) ⊂ ⋃

𝐾⊊𝑇 迷向
𝔨 ⊗ ℂ,

因为我们可以把 𝑈中未被其它开集覆盖的部分用切除引理移走.
最后,因为 𝑈可以 𝑇-等变地形变收缩到 𝐹,所以它们的等变上同调同构.

利用 (𝑀,𝑈)和 (𝑀, 𝐹)的上同调长正合列和五引理,我们就完成了证明. ◻

接下来,我们通过这个方法,推导出等变微分形式积分的局部化公式.
我们回忆 Thom同构定理 (2.12). 在非等变的情形下,如果我们记 𝑐 =

codim𝑀 𝐹,则有图表

⋯ 𝐻•−1(𝑀 ⧵ 𝐹) 𝐻•(𝑀,𝑀 ⧵ 𝐹) 𝐻•(𝑀) 𝐻•(𝑀 ⧵ 𝐹) ⋯

𝐻•−𝑐(𝐹) ,

𝛿

≃
𝑖∗

𝑖∗

其中虚线表示其次数与标注的不符,映射 𝑖∗ 定义为它上方两个映射的复合.
我们回忆

𝑖∗ 𝑖∗ = 𝑒(𝑁),

其中 𝑁是 𝐹的法丛.
类似地,映射 𝑖∗ 在等变的情形也可以定义,此时 𝑖∗ 𝑖∗ 就等于等变 Euler

类 𝑒𝔱(𝑁). 这一事实是等变示性类的 (代数拓扑)定义的直接推论.

推论 12.10. 映射
𝑖∗ ∶ 𝐻•

𝑇(𝐹;ℂ) → 𝐻•+𝑐
𝑇 (𝑀;ℂ)

的核与余核的支集都包含于

⋃
𝐾⊊𝑇 迷向

𝔨 ⊗ ℂ.
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证明 由 (12.9)和上面的长正合列的等变版本,命题立即得证. ◻

选一个 𝑓 ∈ ℂ[𝔱],使得 (12.10)中的支集包含于 𝑉(𝑓). 我们将 ℂ[𝔱]局部化
为 ℂ[𝔱]𝑓. 则

(𝑖∗)𝑓 ∶ 𝐻•
𝑇(𝐹)𝑓 → 𝐻•+𝑐

𝑇 (𝑀)𝑓

是同构. 这说明,对任何等变上同调类 𝛼 ∈ 𝐻•
𝑇(𝑀),有

𝛼 = 𝑖∗
𝑖∗

𝑒𝔱(𝑁)
𝛼 + (𝑓-挠元).

然而,如果 𝛽 是 𝑓-挠元,也就是说,对任意 𝑋 ∈ 𝔱,微分形式 𝑓(𝑋) 𝛽(𝑋)都是
𝑑𝔱-恰当形式,那么,对任意 𝑋 ∈ 𝔱都有 ∫𝑀 𝛽(𝑋) = 0. 从而,

∫
𝑀
𝛼(𝑋) = ∫

𝑀
𝑖∗

𝑖∗𝛼(𝑋)
𝑒𝔱(𝑁) (𝑋)

= ∫
𝐹
(2π)𝑐∕2 𝛼(𝑋)

𝑒𝔱(𝑁) (𝑋)
,

其中 (2π)𝑐∕2是 Thom形式的积分值. 我们就重新得到了局部化公式 (12.6).
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